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Resumo
Neste trabalho é apresentado um método, baseado na teoria de Vlassov, para ava-
liar os efeitos dos momentos fletores transversais para seções de paredes delgadas. Foram
estudados as variações de suas formas dos momentos fletores transversais relacionados
para as diferentes componentes da tensão de cisalhamento, em seções C e Z enrijecidas ou
não. Foram determinadas as tensões associadas aos momentos fletores transversais para
seções C e Z enrijecidas, com diferentes condições de carregamento.
Palavras-chave: Momentos fletores transversais, seções de paredes finas.
Abstract
This work presents a method, based on Vlassov's theory, to evaluate the transverse
bending moments of thin walled beams. A study on shape of the transverse bending
moments for each shearing stress component, for C and Z section, lipped and non-lipped,
was conducted. The stresses associated with transverse bending moments were determined
for lipped C and Z sections under various load conditions.
Keywords: Transverse bending moments, thin walled beams.
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1. Introdução
Leveza, boa relação resistência/peso e qualidade uniforme são algumas das quali-
dades que perfis metálicos apresentam comparados a materiais como madeira e concreto,
permitindo ampla aplicação dos mesmos na engenharia civil, tendo pilares, vigas, estrutu-
ras treliçadas e telhados como exemplos de aplicação. A leveza e boa eficiência estrutural
dos perfis metálicos deve-se em grande parte a alta resistência mecânica apresentada pelo
material, permitindo o uso de seções esbeltas, entretanto devido a estas características
as seções de modo geral apresentam falha por instabilidade, muitas vezes por modos não
encontrados em vigas de seção cheia, e não por escoamento. De modo geral os perfis são
separados em dois grupos com características distintas, o dos perfis formados a frio e o
dos perfis laminados e soldados. Os perfis laminados e soldados são produzidos em fábrica
moldados ainda quentes e possuem menor variedade de formas e tamanhos, sendo apli-
cados quando há necessidade de grande resistência estrutural. Os perfis formados a frio,
podem ser fabricados in loco ou em fabrica e são dobrados depois de frios, podem apre-
sentar diversas formas e comprimentos e são mais esbeltos que os laminados e soldados. A
menor esbeltez leva a existência da flambagem distorcional como modo de falha nos perfis
formados a frio, sendo associada a elementos enrijecedores, esse modo, que pode interagir
com a flambagem por flexo-torção e local e as diversas formas que a seção transversal
pode tomar tornam o dimensionamento dos perfis formados a frio ainda mais complexo,
muitas vezes sendo necessário o emprego de recursos computacionais.
A teoria de flexo-torção de Vlassov (1959) apresentou os momentos fletores trans-
versais, que relacionam-se a flexão e torção de vigas de paredes finas, que não podiam
ser dimensionadas utilizando a teoria de Saint-Venant. A teoria de Vlassov baseou-se
na teoria de cascas finas, tratando as estruturas metálicas como um caso particular da
teoria, onde os comprimentos são longos e as seções transversais indeformáveis em seu
plano. As equações encontradas relacionam os esforços aos momentos fletores transver-
sais e longitudinais, os primeiros, foco do estudo, que estão relacionados a lei das áreas
setoriais.
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1.1 Justificativa
O capítulo 2 de Vlassov (1959) apresesenta os momentos fletores transversais, como
esforços considerados implicitamente quando se vigas de paredes finas possuem seções
transversais rígidas, responsáveis pela deformação da seção transversal que foram objetos
poucos estudos. Apesar de existirem métodos de dimensionamento já bem estabelecidos,
como GBT, CUFSM, elementos finitos e de contorno, o estudo dos momentos fletores
transversais pode facilitar o entendimento do comportamento de vigas de paredes finas.
1.2 Objetivos
O principal objetivo deste trabalho é estudar peças simplesmente apoiadas, com
uma carga aplicada no centro de cisalhamento(CC) e pequenas excenctricidades em rela-
ção ao CC, utilizando a teoria de Vlassov, as cargas aplicadas serão 50 ou 10% da carga
crítica da viga analisada. Não se pretende fazer um estudo geral ou uma generalização
da teoria, mas simplesmente fazer uma análise mais completa de peças sob flexo-torção.
Estudos mais avançados poderão ser desenvolvidos no futuro.
1.3 Metodologia
Os momentos fletores transversais terão seus efeitos avaliados de forma aproxi-
mada, determinando a tensão de cisalhamento que ocorre quando os mesmos são restritos
e determinando os valores dos momentos fletores transvesais a partir de formulações que
os associam às tensões de cisalhamento. As tensões de cisaçhamento relacionam-se aos
deslocamentos da viga, para determiná-los será utilizado o código computacional desen-
volvido em Palermo Jr (1985), que leva em conta os efeitos da não linearidade geométrica.
Programas computacionais foram desenvolvidos para determinar os valores dos momentos
fletores transversais, nas ligações entre elementos da seção transversal e em seus pontos
máximos e mínimos.
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2. Revisão bibliográfica
A pesquisa de Lundquist, Stowell e Schuette (1945), que oferecia métodos prá-
ticos para determinar a estabilidade de placas ligadas com base na versão de 1939 de
Timoshenko e Gere (2012), inspirou solução para a flambagem local.
A teoria de flexo-torção, onde foi apresentada toda a formulação dos momentos fle-
tores transversais, sua relação com as tensões encontradas nas estruturas, foi apresentada
por Vlasov (1959).
Um tratamento inicial para a flambagem distorcional foi apresentado por Sharp
(1966). A resistência aproximada a flambagem distorcional de uma seção C enrijecida
foi determinada, com simplificações nas restrições a rotações impostas pela junção alma-
mesa. Um método de placas dobradas foi desenvolvido por Goldberg, Bogdanoff e Glauz
(1964) para prever a flambagem lateral, torcional e distorcional da seção. Dewolf, Peokoz
e Winter (1974), Loughlan (1979) focaram na interação entre a flambagem local e global.
Ao estudar as interações da flambagem local Mulligan e Peköz (1983) encontrou
flambagem distorcional em testes e para limitar seu estudo a flambagem local, ele intro-
duziu enrijecedores que impediram a flambagem distorcional. Peköz (1986) formalizou o
método da largura efetiva de modo unificado.
O estudo de cremalheiras de armazenamento, onde frequentemente a flambagem
distorcional determina a resistência, levou Hancock (1985) a estudar a flambagem distor-
cional. Hancock ampliou e popularizou a análise de faixas finitas de Cheung (1976) como
ferramenta para entender a flambagem distorcional em peças de paredes finas. A versão
especifica do método das faixas finitas, que leva em conta a flambagem de placa e a de
membrana, utilizado foi desenvolvido por Plank e Wittrick (1974). Experimentos onde a
flambagem distorcional era o mecanismo de falha foram realizados em S. C. W. Lau e
Hancock (1990), e um método para o cálculo manual da tensão por flambagem distorci-
onal foi desenvolvido em S. C.W. Lau e Hancock (1987). O método manual apresenta
técnicas analíticas similares as de Sharp (1966) mas incluiu a instabilidade da alma, não
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considerada por Sharp. Sridharan (1982) desenvolveu o método das faixas finitas para
estudar a pós-flambagem do modo distorcional e demonstrou o rápido aumento na tensão
de membrana nas pontas dos enrijecedores, após a flambagem distorcional. Indicando que
a reserva pós-flambagem desse modo pode ser menor que o do modo local.
Hikosaka, Takami e Marauyama (1987) publicaram artigos prevendo a flambagem
distorcional de perfis de paredes finas, possuindo seção transversal poligonal.
Batista, Rondal e Maquoi (1987), Rhodes e Loughlan (1980) estudaram a inte-
ração entre as flambagens local e global de colunas. Lim e Rhodes (1986) estudaram o
comportamento de enrijecedores de mesa isolados.
Polyzois e Sudharmapal (1990), Purnadi, Tassoulas e Polyzois (1990) e Polyzois
e Charnvarnichborikarn (1993) analisaram experimentalmente seções Z, e encontraram
evidencias de falha por flambagem distorcional e problemas nas especificações da AISI.
A flambagem distorcional continuou a ser estudada por Hancock, Kwon e Bernard
(1994). O modo distorcional não foi restrito e os testes mostraram fraca interação entre
esse modo e os demais. Observou-se experimentalmente que a flambagem distorcional
possui resistência pós-flambagem menor que a flambagem local. Os resultados foram
resumidos e novas curvas de resistência para o modo distorcional foram apresentadas em
Hancock, Kwon e Bernard (1994).Rasmussen e Hancock (1991) mostraram a influencia
das condições de contorno no comportamento pós-flambagem.
Seah, Rhodes e Lim (1993), Seah e Rhodes (1993) estudaram a flambagem dis-
torcional. Seah estudou seções cartola e seções C enrijecidas ligadas pela alma. Seah e
Rhodes deram a flambagem distorcional um tratamento similar ao da flambagem local,
propondo o método da largura efetiva para o dimensionamento. Seah et al. aprofundaram
os estudos de Seah e Rhodes.
Schafer (2000) apresenta a história detalhada dos estudos sobre a flambagem dis-
torcional e também mostrou a variação de seu valor conforme as característica geométricas
da seção se alteram.
Schafer (2002) apresentou uma série de métodos de dimensionamento como pos-
síveis alternativas aos métodos vigentes na época considerados pouco conservadores, e a
variação média na resistência esperada. Uma série de seções transversais tiveram suas
resistências determinadas por testes e os valores comparados com os apresentados nas
normas vigentes na época em Yu e Schafer (2006).
O dimensionamento por meio do método da resistência direta foi facilitado pelo
desenvolvimento do CUFSM por Li e Schafer (2010), que utilizando do método das fai-
xas finitas permite determinar os fatores utilizados no método da resistência direta para
determinar a carga crítica levando em conta a interação entre modos.
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A teoria geral da viga (GBT)desenvolvida por Richard Schardt (1989) se tornou
uma parte importante do estudo da flambagem distorcional, com uma formulação que per-
mite analisar e distinguir os diferentes modos de instabilidade da viga. A GBT levando-se
em conta efeitos de segundafoi apresentada por Davies, Leach e Heinz (1994). Trabalhos
como R. Schardt (1994) e Davies e Jiang (1996) apresentaram aplicaçoes da GBT. Utili-
zando a GBT, Davies e Jiang defenderam a fraca interação do modo distorcional com os
demais. Davies e Jiang reforçaram as curvas de resistência de Hancock et al. (1994).
O GBTul desenvolvido por Bebiano, Silvestre e Camotim (2008), tendo a versão
mais recente em Bebiano, Camotim e Gonçalves (2018) permite o dimensionamento com
base na GBT, apresentando os modos de instabilidade da GBT e a participação de cada
um deles na falha da viga. Em ádány et al. (2009) o método das faixas finitas e a GBT
foram comparados, apresentando suas aplicações, características, breve resumo das teo-
rias, os resultados obtidos com ambos os métodos foram então comparados, com pequenas
diferenças sendo observadas.
Gonçalves, Ritto-Corrêa e Camotim (2010), Li, Gantoi e Shabana (2011), Cambronero-
Barrientos, Díaz-del-Valle e Martínez-Martínez (2017) e Duan e Zhao (2019) e Gabriele,
Rizzi e Varano (2016) realizaram estudos levando em conta as deformações da seção trans-
versal.Gonçalves, Ritto-Corrêa e Camotim (2010) apresenta uma formulação para GBT,
quando ocorrem grandes deslocamentos, levando em conta a deformação da seção. Li,
Gantoi e Shabana (2011), Cambronero-Barrientos, Díaz-del-Valle e Martínez-Martínez
(2017) e Duan e Zhao (2019) apresentam elementos finitos capazes de determinar a dis-
torção da seção, o elemento de Duan e Zhao (2019) sendo baseado na GBT. Gabriele,
Rizzi e Varano (2016) apresentou um modelo unidimensional para seções de paredes fi-
nas, levando em conta a distorção da seção, em seus uma exemplos seção C apresenta
distorção.
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3. Resumo da Teoria de Flexo-Torção
Alguns perfis, quando submetidos à flexão, sofrem um empenamento da seção
transversal. Este tipo de solicitação é chamada de flexo-torção e a sua principal diferença
da flexão estudada por Saint-Venant é a ocorrência de tensões normais simultaneamente
com tensões tangenciais. As tensões inexistentes na teoria de Saint-Venant estão relacio-
nadas a área setorial (ω), responsável pelo empenamento setorial da seção, e cujo efeito
aumenta com a redução da espessura das seções estudadas.
Seja a seção transversal de uma barra mostrada na Figura 3.1
Figura 3.1: Direções principais e deslocamentos
A barra que possui esta seção está associada a três eixos ortogonais x,y, z, sendo
que o eixo x é o eixo longitudinal que passa pelo centro de gravidade das seções e os eixos
y e z (mostrados na Figura 3.1) são os eixos principais de inércia. Nesta figura, a linha
do esqueleto é representada por uma linha tracejada eqüidistante dos bordos e na qual
uma ordenada s com origem Os pode ser estabelecida. A espessura t pode variar com s
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e o elemento da área da seção é dado por:
dA = t.ds (3.1)
O deslocamento sofrido pela barra tem as suas componentes na mesma direção
e sentido de x,y e z representados por u,v e w, respectivamente e para a componente
angular φ, o sentido mostrado na Figura 3.1.
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3.1 Hipóteses básicas
a) A hipótese de seções planas deve ser abandonada e considerar as barras de seção
delgada submetidas à flexo-torção como um sistema espacial de paredes delgadas
sujeito ao empenamento das seções transversais.
b) A barra é constituída de um número finito de placas delgadas e estreitas, com
formato plano ou curvilíneo. Supõe-se que a ligação entre estas placas seja rígida
de tal forma que impeça o deslocamento relativo entre elas. Sendo tM o maior valor
da espessura da seção, d uma dimensão característica da seção transversal e l o
comprimento da barra, são admitidas as seguintes relações para as dimensões do
perfil:
tM
d
≤ 0, 1 (3.2)
d
l
≤ 0, 1 (3.3)
c) Admite-se a seção transversal constante ao longo de todo o comprimento da barra.
d) O perfil transversal de uma barra de seção delgada é considerado como rígido, ou
seja, ele é indeformável no plano da seção transversal.
e) A deformação por distorção do esqueleto é considerada como nula, ou seja, o ângulo
reto formado pelas linhas de coordenadas x constante e s constante permanece reto
após a deformação.
32
3.2 Deslocamentos
Devido à hipótese de indeformabilidade da seção transversal em seu plano, os
deslocamentos de dois pontos E e B, mostrados na Figura 3.2, guardam no seu plano
yz as seguintes relações:
wB = wE − (yB − yE).φ (3.4)
vB = vE + (zB − zE).φ (3.5)
Onde:
• vE e wE são os deslocamentos do ponto E;
• vB e wE são os deslocamentos do ponto B;
• φ é o giro na seção transversal.
O caso em que vB e wB são nulos significa que o ponto B é o centro instantâneo
de rotação.
Figura 3.2: Pontos E e B
Devido ao empenamento da seção transversal, qualquer ponto da seção transversal
terá o seu deslocamento total expresso nas coordenadas x, y e z. Os deslocamentos
transversais podem ser obtidos pelas relações 3.5 e 3.4 e o deslocamento longitudinal pode
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ser encontrado utilizando-se a hipótese de deformação nula por distorção no esqueleto, ou
seja:
∂u
∂s
+
∂tg
∂x
= 0 (3.6)
Onde tg é o deslocamento na direção tangente ao esqueleto.
Figura 3.3: Deslocamentos transversais da seção
A partir da posição deslocada da seção transversal (Figura 3.3) e calcula-se o
deslocamento tg através de relações geométricas, resultando para o ponto B:
tgb = wB.cosα + vB.senα (3.7)
Substituindo-se, em (3.7), wB e vB pelas expressões (3.4) e (3.5), obtém-se:
tgb = wE.cosα + vE.senα + [(zB − zE).senα− (yB − yE).cosα].φ (3.8)
Na expressão 3.8, os termos entre colchetes representam a distância do ponto E à
tangente do esqueleto que passa pelo ponto B, como mostra a Figura 3.4. Esta distância
é definida como sendo nB.
nb = (zB − zE).senα− (yB − yE).cosα (3.9)
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Figura 3.4: Distância do ponto E a tangente que passa pelo ponto B
Substituindo a expressão (3.9) na expressão (3.8), obtém-se:
tgb = wE.cosα + vE.senα + nB.φ (3.10)
No caso em que B é um ponto qualquer do esqueleto, a expressão (3.10) passa a
ser escrita como:
tg(x, s) = wE(x).cosα(s) + vE(x).senα(s) + φ(x).n(s) (3.11)
Utilizando a expressão (3.6), o deslocamento longitudinal pode ser escrito da se-
guinte forma:
u(x, s) = g(x)−
s∫
s1
∂tg
∂x
.ds (3.12)
Onde g(x) é uma função de x que exprime um deslocamento uniforme na seção.
Se a equação (3.11) for diferenciada em relação à x e multiplicada por ds, obtém-
se:
∂tg
∂x
.ds = w
′
E(x).cosα(s).ds+ v
′
E(x).senα(s).ds+ φ
′
(x).n(s).ds (3.13)
Observando-se a Figura 3.5 , consegue-se observar as seguintes relações:
cosα.ds = dz (3.14)
senα.ds = dy (3.15)
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Figura 3.5: Relações entre deslocamentos nas coordenadas locais e globais
Definindo uma nova grandeza como a área setorial (ω) que fornece o dobro da área
do setor (identificado na Figura 3.5), tem-se:
ω =
s∫
s1
n(s).ds (3.16)
A área setorial é a variável criada por Vlasov para determinar os esforços e defor-
mações, que não podem ser decritos pela teoria de Saint Venant.
Sendo que a área setorial é considerada positiva quando o raio vetor (re) girar no
mesmo sentido de φ (considerando re com sentido do ponto E para o ponto de coordenada
s). Substituindo as relações (3.14), (3.15) e (3.16) na expressão (3.13), obtém-se:
∂t
∂x
.ds = w
′
E(x).dz + v
′
E(x).dy + φ
′
(x).dω (3.17)
Utilizando a expressão (3.17) na expressão (3.12) e realizando as integrações,
obtém-se a seguinte expressão:
u(x, s) = g(x)− w′E(x).z(s) + v
′
E(x).y(s) + φ
′
(x).ω(s) (3.18)
Para um ponto qualquer do esqueleto, o seu deslocamento longitudinal pode ser
dividido em duas partes: a primeira, composta pelos três primeiros termos da expres-
são (3.18), que corresponde à lei das seções planas e a segunda pelo último termo de
(3.18) correspondendo ao empenamento da seção transversal segundo a lei das superfícies
setoriais.
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3.3 Características Geométricas
Agora serão definidas algumas características geométricas que serão necessárias
posteriormente.
a) Momentos Estáticos:
Sz =
s∫
s1
y.dA (3.19)
Sy =
s∫
s1
z.dA (3.20)
b) Momentos de Inércia:
Iy =
∫
A
z2.dA (3.21)
Iz =
∫
A
y2.dA (3.22)
c) Momento Centrífugo:
Iyz =
∫
A
y.z.dA (3.23)
Por analogia com estas características geométricas apresentadas, Vlassov definiu as
seguintes características geométricas:
d) Momento Setorial Estático:
Sω =
s∫
s1
ω.dA (3.24)
e) Momento Setorial de Inércia (ou Bimomento de Inércia):
Iω =
∫
A
ω2.dA (3.25)
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f ) Momentos Setoriais Centrais de Inércia:
Iωz =
∫
A
ω.z.dA (3.26)
Iωy =
∫
A
ω.y.dA (3.27)
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3.4 Polo das Superfícies Setoriais
A equação 3.18, que fornece o deslocamento longitudinal de um ponto qualquer
da seção transversal em relação ao ponto E, mostrado na Figura 3.2, usa as funções
1, y(s), z(s) e ω(s) que são linearmente independentes. Para que estas funções sejam
ortogonais é necessário que as seguintes condições sejam verificadas:
a) Os momentos estáticos (Sz e Sy), apresentados em (3.19) e (3.20), quando integra-
dos para toda seção transversal devem ser nulos. Esta condição é satisfeita quando
os eixos têm origem no centro de gravidade da seção.
b) O momento centrífugo de inércia (Iyz), apresentados em (3.23), deve ser nulo. Isto
é verificado quando os eixos y e z são os eixos principais de inércia.
c) Os momentos setoriais centrais de inércia (Iωz e Iωy), apresentados em (3.26) e
(3.27) devem ser nulos. Para os eixos principais de inércia (y e z), com origem
no C.G., será determinado o ponto que satisfaz esta condição no plano da seção
transversal. Este ponto será chamado de polo das superfícies setoriais.
d) O momento setorial estático (Sω), apresentado em (3.24), seja nulo quando inte-
grado em toda a seção transversal. Esta condição determina a origem (ou as origens)
Os.
A determinação do polo das superfícies setoriais é feita utilizando-se a condição
de ortogonalidade c.
Figura 3.6: Áreas setoriais para os pontos C e E
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Assim, um diferencial de área setorial em relação ao ponto E, mostrado na Figura
3.6, é dado por:
dωE = (z − zE).dy − (y − yE).dz (3.28)
Da mesma forma para o ponto C, obtém-se outro diferencial de área setorial,
mostrado a seguir:
dωc = (z − zc).dy − (y − yc).dz (3.29)
Subtraindo a expressão (3.29) da expressão (3.28) e realizando a integração da
expressão resultante, obtém-se:
ωE = ωc + (yE − yc).z − (zE − zc).y + k (3.30)
Onde k é uma constante resultante da integração.
A expressão (3.30) representa a área setorial calculada em relação ao ponto E a
partir do valor calculado em relação ao ponto C.
Para que o ponto E seja o polo das superfícies setoriais é necessário anular as
expressões (3.26) e (3.27) para ωE . Substituindo-se na expressão (3.26) o valor de ω
dado na expressão (3.30):
Iωz =
∫
A
(ωc + (yE − yc).z − (zE − zc).y + k).z.dA
Fazendo-se a integração utilizando as condições de ortogonalidade e separando as
integrais, obtém-se:
∫
A
ωc.z.dA+
∫
A
(yE − yc).z2.dA+
∫
A
(zE − zc).y.z.dA+
∫
A
k.z.dA = 0
Como (yE − yc), (zE − zc) e k são constantes, e utilizando as definições de
momentos estático, momento de inércia e momento centrífugo, obtém-se:
∫
A
ωc.z.dA+ (yE − yc).Iy + (zE − zc).Iyz + k.z.Sy = 0
Utilizando as condições impostas anteriormente (Iyz e Sy iguais a zero), obtém-
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se:
∫
A
ωc.z.dA+ (yE − yc).Iy = 0 (3.31)
Procedendo da mesma forma para a expressão (3.27), obtém-se:
Iωy =
∫
A
(ωc + (yE − yc).z − (zE − zc).y + k).y.dA
Separando-se as integrais, obtém-se:
∫
A
ωc.y.dA+
∫
A
(yE − yc).y.z.dA+
∫
A
(zE − zc).z2.dA+
∫
A
k.y.dA = 0
Novamente, como (yE − yc), (zE − zc) e k são constantes, e utilizando as
definições de momentos estático, momento de inércia e momento centrífugo, obtém-se:
∫
A
ωc.z.dA+ (yE − yc).Iyz + (zE − zc).Iz + k.Sz = 0
Utilizando as condições impostas anteriormente (Iyz e Sz iguais a zero), obtém-se:
∫
A
ωc.z.dA+ (zE − zc).Iz = 0 (3.32)
Portanto, isolando yE e zE respectivamente nas equações (3.31) e (3.32), obtém-
se:
yE = yc − 1
Iy
.
∫
A
ωc.z.dA (3.33)
zE = zc +
1
Iz
.
∫
A
ωc.y.dA (3.34)
Portanto, escolhendo-se um ponto arbitrário para se determinar o diagrama ωc, as
coordenadas do polo das superfícies setoriais serão determinados através das coordenadas
do ponto C arbitrário (yc,zc) e desse diagrama de área setorial ωc através das expressões
(3.33) e (3.34).
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3.5 Tensões
Retomando-se a expressão (3.18), que exprime o deslocamento de um ponto no
esqueleto em relação ao ponto E, tem-se:
u(x, s) = g(x)− w′E(x).z(s)− v
′
E(x).y(s)− φ
′
(x).ω(s)
Admite-se que o ponto E seja o polo das superfícies setoriais e as funções 1,
y(s), z(s) e ω(s) sejam ortogonais. Utilizando-se a teoria de primeira ordem (pequenas
deformações), a tensão normal na direção x, admitindo-se tração como positiva, é dada
por:
σ = E.
∂u
∂x
(3.35)
onde E é o módulo de Young.
Diferenciando em relação a x a expressão (3.18) e substituindo o resultado em
(3.35), obtém-se:
σ = E.[g
′
(x)− w′′E(x).z(s)− v
′′
E(x).y(s)− φ
′′
(x).ω(s)] (3.36)
Da mesma forma que na expressão (3.18), os três primeiros termos da expressão
(3.36) representam as tensões segundo a lei das seções planas e o último termo da expressão
(3.36) representa as tensões segundo a lei das superfícies setoriais. Neste último termo
é que existe a diferença da teoria de Vlassov com a torção livre de Saint-Venant pois, a
torção livre não aparecem tensões normais e a tensão existente é apenas tangencial.
Para estudar a torção livre de peças delgadas pode-se utilizar a analogia de mem-
brana. Neste estudo mostra-se que a tensão cisalhante é linearmente distribuída na es-
pessura segundo a seguinte expressão:
τ1 = 2.
Ml
It
.cr (3.37)
onde:
• cr é uma ordenada perpendicular ao esqueleto com origem nele;
• It é o momento de inércia à torção dado pela expressão:
It =
1
3
.
∫
s
t3.ds (3.38)
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• Ml é o momento de torção livre que tem a seguinte relação com o ângulo bmφ:
Ml = G.It.φ (3.39)
onde H é o módulo de elasticidade transversal que guarda com o módulo de Young
(E) e com o coeficiente de Poisson (ν) a seguinte relação:
H =
1
2
.
E
(1 + ν)
(3.40)
Na teoria de Vlassov, a ocorrência de tensões normais leva à existência de ten-
sões cisalhantes para equilibrá-las. No cálculo da tensão cisalhante, utiliza-se o elemento
infinitesimal de barra mostrado na Figura 3.7.
Figura 3.7: Equilíbrio das tensões do elemento infinitesimal
Admitindo-se que no elemento infinitesimal da Figura 3.7, a força volumétrica X
seja nula, tem-se a seguinte equação de equilíbrio:
∂(σ.t)
∂X
+
∂(τ.t)
(∂s)
= 0 (3.41)
A expressão da tensão cisalhante média que atua na espessura bmσ é dada por:
τ(x, s) =
1
σ
.
S0(x)− s∫
s1
∂σ
∂X
.t.ds
 (3.42)
onde S0 é uma função de x.
O significado físico de S0 pode ser encontrado calculando o valor de τ na ordenada
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s1, anulando desta forma a parcela da integral e obtendo-se:
τ(x, s1) =
1
σ
.S0(x) (3.43)
A equação (3.43) mostra que S0(x) é a função que representa as tensões cisa-
lhantes na extremidade s1. Se não existirem essas tensões cisalhantes, a equação (3.42)
torna-se:
τ(x, s) =
1
σ
.
 s∫
s1
∂σ
∂X
.t.ds
 (3.44)
Derivando a equação 3.36 em função de x, obtém-se:
∂σ
∂x
= E.
[
g
′′
(x)− w′′′E (x).z(s)− v
′′′
E (x).y(s)− φ
′′′
(x).ω(s)
]
(3.45)
Substituindo a equação (3.45) na equação (3.42) e separando as integrais, obtém-
se:
τ(x, s) = −E
t
.
∫
A
g
′′
(x).dA−
∫
A
w
′′′
E (x).z(s).dA−
∫
A
v
′′′
E (x).y(s).dA−
∫
A
φ
′′′
(x).ω(s).dA

Como todas as variáveis que são função de x são constantes para as integrais, e
utilizando as definições de momentos estático, momento setorial estático, obtém-se:
τ(x, s) = −E
t
.
[
g
′′
(x).A(s)− w′′′E (x).Sy(s)− v
′′′
E (x).Sz(s)− φ
′′′
(x).Sω(s)
]
(3.46)
onde:
A(s) é a área da parte da seção compreendida entre as ordenadas s1 e s.
Sy(s), Sz(s) e Sω(s) são os momentos estáticos do ponto de coordenada s na
seção transversal.
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3.6 Esforços
De acordo com a Resistência dos Materiais, os esforços têm as seguintes definições:
a) Força Normal (será considerada positiva quando for de tração):
N =
∫
A
σ.1.dA (3.47)
Substituindo a equação (3.36) na equação (3.47) e separando as integrais, tem-se:
N = E.
∫
A
g
′
(x).dA−
∫
A
w
′′
E(x).z(s).dA−
∫
A
v
′′
E(x).y(s).dA−
∫
A
φ
′′
(x).ω(s).dA

Como todas as variáveis que são função de x são constantes para as integrais, e
utilizando as definições de momentos estático, momento setorial estático, obtém-se:
N = E.
[
g
′
(x).A(s)− w′′E(x).Sy(s)− v
′′
E(x).Sz(s)− φ
′′
(x).Sω(s)
]
Utilizando as condições impostas anteriormente (Sy(s), Sz(s) e Sω(s) iguais a
zero), obtém-se:
N = E.A(s).g
′
(x) (3.48)
b) Momentos Fletores:
My = −
∫
A
σ.z.dA (3.49)
Mz =
∫
A
σ.y.dA (3.50)
onde o momento Mz traciona as fibras com ordenada y positiva e My traciona
aquelas com ordenada z negativa.
Substituindo a expressão (3.36) nas expressões (3.49) e (3.50) e separando as inte-
grais, tem-se:
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My = E.
−∫
A
g
′
(x).z(s).dA+
∫
A
w
′′
E(x).z
2(s).dA+
∫
A
v
′′
E(x).y(s).z(s).dA+
+
∫
A
φ
′′
(x).z(s).ω(s).dA

Mz = E.
∫
A
g
′
(x).y(s).dA−
∫
A
w
′′
E(x).y(s).z(s).dA−
∫
A
v
′′
E(x).y
2(s).dA+
−
∫
A
φ
′′
(x).y(s).ω(s).dA

Como todas as variáveis que são função de x são constantes para as integrais, e
utilizando as definições de momentos estático, momento setorial estático, obtém-se:
My = E.
[
−g′(x).Sy(s) + w′′E(x).Iy(s) + v
′′
E(x).Iyz(s) + φ
′′
(x).Iωz(s)
]
Mz = E.
[
g
′
(x).Sz(s)− w′′E(x).Iyz(s)− v
′′
E(x).Iz(s)− φ
′′
(x).Iωy(s)
]
Utilizando as condições impostas anteriormente (Sy(s), Sz(s), Iyz(s), Iωy(s) e
Iωz(s) iguais a zero), obtém-se:
My = E.Iy(s).w
′′
E(x) (3.51)
Mz = −E.Iy(s).v′′E(x) (3.52)
c) Forças Cortantes:
Qz =
∫
A
(τ.δ).dz (3.53)
Qy =
∫
A
(τ.δ).dy (3.54)
Substituindo a expressão (3.46) nas expressões (3.53) e (3.54) e separando as inte-
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grais, obtém-se:
Qz = E.
w′′′E (x).∫
A
Sy(s).dz + v
′′′
E (x).
∫
A
Sz(s).dz + φ
′′′
(x).
∫
A
Sω(s).dz
 (3.55)
Qy = E.
w′′′E (x).∫
A
Sy(s).dy + v
′′′
E (x).
∫
A
Sz(s).dy + φ
′′′
(x).
∫
A
Sω(s).dy
 (3.56)
Resolvendo as integrais restantes por partes, tem-se:
∫
A
Sy(s).dz = Sy(s).z(s)−
∫
A
z2(s).dA ou
∫
A
Sy(s).dz = Sy(s).z(s)− Iy(s)∫
A
Sz(s).dz = Sz(s).z(s)−
∫
A
y(s).z(s).dA ou
∫
A
Sz(s).dz = Sz(s).z(s)− Iyz(s)∫
A
Sω(s).dz = Sω(s).z(s)−
∫
A
ω(s).z(s).dA ou
∫
A
Sω(s).dz = Sω(s).z(s)− Iωz(s)∫
A
Sy(s).dy = Sy(s).y(s)−
∫
A
y(s).z(s).dA ou
∫
A
Sy(s).dy = Sy(s).y(s)− Iyz(s)∫
A
Sz(s).dy = Sz(s).y(s)−
∫
A
y2(s).dA ou
∫
A
Sz(s).dy = Sz(s).y(s)− Iz(s)∫
A
Sω(s).dy = Sω(s).y(s)−
∫
A
ω(s).y(s).dA ou
∫
A
Sω(s).dy = Sω(s).y(s)− Iωy(s)
(3.57)
Utilizando as condições impostas anteriormente nas integrais (3.57), (Sy(s), Sz(s),
Sω(s), Iyz(s), Iωy(s) e Iωz(s) iguais a zero) e substituindo-as nas expressões
(3.55) e (3.56), obtém-se:
Qz = −E.Iy(s).w′′′E (x) (3.58)
Qy = −E.Iz(s).v′′′E (x) (3.59)
Por analogia com estes esforços apresentados, Vlassov definiu as seguintes caracte-
rísticas geométricas:
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d) Bimomento (traciona as fibras com área setorial positiva):
B =
∫
A
σ.ω.dA (3.60)
Substituindo a expressão (3.36) na expressão (3.60) e separando as integrais, tem-
se:
B = E.
∫
A
g
′
(x).ω(s).dA−
∫
A
w
′′
E(x).ω(s).z(s).dA−
∫
A
v
′′
E(x).ω(s).y(s).dA+
−
∫
A
φ
′′
(x).ω2(s).dA

Como todas as variáveis que são função de x são constantes para as integrais, e
utilizando as definições de momentos estático, momento setorial estático, obtém-se:
B = E.
[
g
′
(x).Sω(s)− w′′E(x).Iωz(s)− v
′′
E(x).Iωy(s)− φ
′′
(x).Iω(s)
]
Utilizando as condições impostas anteriormente (Sω(s), Iωz(s) e Iωy(s) iguais
a zero), obtém-se:
B = −E.Iω(s).φ′′(x) (3.61)
e) Momento de Flexo-Torção
Mft =
∫
A
(τ.δ).dω (3.62)
Substituindo a expressão (3.46) na expressão (3.62) e separando as integrais, obtém-
se:
Mft = E.
−∫
A
g
′′
(x).A(s).dω +
∫
A
w
′′′
E (x).Sy(s).dω +
∫
A
v
′′′
E (x).Sz(s).dω+
+
∫
A
φ
′′′
(x).Sω(s).dω

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Todas as variáveis que são função de x são constantes para as integrais e a segunda
derivada da função g é nula por não serem aplicadas tensões tangenciais nas bordas
longitudinais. Desta forma, obtém-se:
Mft = E.
w′′′E (x).∫
A
Sy(s).dω + v
′′′
E (x).
∫
A
Sz(s).dω + φ
′′′
(x).
∫
A
Sω(s).dω
 (3.63)
Resolvendo as integrais restantes por partes, tem-se:
∫
A
Sy(s).dω = Sy(s).ω(s)−
∫
A
ω(s).z(s).dA ou
∫
A
Sy(s).dω = Sy(s).ω(s)− Iωz(s)∫
A
Sz(s).dω = Sz(s).ω(s)−
∫
A
ω(s).y(s).dA ou
∫
A
Sz(s).dω = Sz(s).ω(s)− Iωy(s)∫
A
Sω(s).dω = Sω(s).ω(s)−
∫
A
ω2(s).dA ou
∫
A
Sω(s).dω = Sω(s).ω(s)− Iω(s)
(3.64)
Utilizando as condições impostas anteriormente nas integrais(3.64) (Sy(s), Sz(s),
Sω(s), Iωy(s) e Iωz(s) iguais a zero) e substituindo-as na expressão (3.63),
obtém-se:
Mft = −E.Iω(s).φ′′′(x) (3.65)
Assim as expressões das tensões normais e tangenciais podem ser colocadas em
função dos esforços solicitantes, na seguinte forma:
σ =
N
A(s)
− My
Iy(s)
.z(s) +
Mz
Iz(s)
.y(s) +
B
Iω(s)
.ω(s) (3.66)
τ =
−1
t
[
Qz
Iy(s)
.Sy(s) +
Qy
Iz(s)
.Sz(s) +
Mft
Iω(s)
.Sω(s)
]
(3.67)
À tensão cisalhante média, dada pela expressão (3.67), deve-se acrescer a distribui-
ção linear de tensões cisalhantes da torção livre dada pela expressão (3.37), obtendo-
se:
τ =
−1
t
[
Qz
Iy(s)
.Sy(s) +
Qy
Iz(s)
.Sz(s) +
Mft
Iω(s)
.Sω(s)
]
+ 2.
Ml
It
.ct (3.68)
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Assim, com a expressão (3.68), obtém-se a distribuição de tensões cisalhantes na
espessura.
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3.7 Centro de Cisalhamento
O centro de flexão é qualquer geratriz da barra na qual passam as linhas de ação
do carregamento e das reações de apoio. Quando as cargas passam pelo centro de flexão
a solicitação resultante é apenas de flexão.
Nas barras que possuem seção transversal constante, a linha do polo das superfícies
setoriais coincide com o centro de flexão. Para demonstrar esta afirmação, basta anular-se
o momento das tensões cisalhantes em relação ao polo das superfícies setoriais, ou seja:
∫
A
(τ.δ).dω = 0 (3.69)
Utilizando a expressão de τ dada por (3.68), tem-se:
Qz
Iy(s)
.
∫
A
Sy(s).dω +
Qy
Iz(s)
.
∫
A
Sz(s).dω +
Mft
Iω(s)
.
∫
A
Sω(s).dω = 0
Ou, substituindo os valores das integrais, obtém-se:
Qz
Iy(s)
. [Sy(s).ω(s)− Iωz(s)] + Qy
Iz(s)
. [Sz(s).ω(s)− Iωy(s)] + Mft
Iω(s)
. [Sω(s).ω(s)− Iω(s)] = 0
(3.70)
Devido as condições de ortogonalidade, os dois primeiros termos da expressão
(3.70) são nulos, logo a expressão fica dependendo só do momento de flexo-torção. As-
sim, quando o momento de flexo-torção é nulo o lado esquerdo da expressão também se
anula, logo a carga transversal e o esforço cortante que a equilibra passam pelo polo das
superfícies setoriais e a solicitação resultante é de flexão. Quando o polo das superfícies
setoriais for o centro de flexão, ele será notado com a letra D.
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4. Momentos Fletores Transversais
Considerando seções de paredes finas como sistemas tridimensionais com seções
transversais rígidas, segundo Vlassov 1959, considera-se implicitamente que além das for-
ças normais e de cisalhamento existem os momentos fletores transversais, que tendem
a deformar a seção transversal. Esses momentos podem ser calculados se as forças de
cisalhamento agindo ao longo do comprimento da viga sejam conhecidas. Analisando
um elemento infinitesimal com a forma da seção transversal em um trecho da viga ou
casca, ligado a viga em x e x+dx, o cisalhamento T cresce ao longo do contorno. Esses
incrementos, ignorando-se termos de ordem maior podem ser expressos pela equação 4.1.
dT =
∂T
∂x
dx =
∂(τt)
∂x
dx (4.1)
Substituindo τ pelo valor em 3.67, encontra-se uma equação que permite deter-
minar a carga tangencial sob efeitos de flexão e torção. Como a carga tangencial (dT),
pode ser obtida das condições de equilíbrio do elemento analisado, é possível determi-
nar o momento fletor transversal G para qualquer ponto da viga, analogamente as forças
transversal Q e normal N também podem ser calculadas, por meio do equilíbrio de forças,
Figura 4.1. Nota-se que no caso de uma carga concentrada aplicada em algum ponto da
viga, as forças de cisalhamento Qy e Qz, além do momento de flexo-torção Hω, serão cons-
tantes fora da área carregada. Sem a variação das forças de cisalhamento e do momento de
flexo-torção a carga tangencial será zero, consequentemente o momento fletor transversal
também será zero e as deformações serão apenas locais, sem influenciar a distribuição de
forças nas paredes da viga.
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Figura 4.1: Equilíbrio para a faixa
Os momentos fletores transversais também podem ser calculados de modo analí-
tico, iniciando-se com as equações diferenciais de equilíbrio de um elemento infinitesimal
de dx por ds na linha do esqueleto da casca. Serão assumidas as seguintes hipóteses:
a) Momentos fletores longitudinais e momentos de inércia desaparecem, pois pouco
influenciam o estado de tensões da casca.
b) Ao longo das seções longitudinais da viga forças transversais podem aparecer, além
das forças normais e de cisalhamento
Baseado nessas hipóteses estáticas a viga poderá ser modelada como um conjunto de
infinitas faixas transversais, transmitindo esforços normais e cisalhantes entre si. As
faixas assemelham-se a vigas bidimensionais curvas, sofrendo esforços axiais, cisalhamento
e flexão transversal, a figura 4.2 representa o modelo adotado para as vigas de paredes
finas estudadas.
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Figura 4.2: Modelo de cálculo para a viga
O equilíbrio do elemento de viga adotado é representado pelas equações diferenciais
4.2 e pela figura 4.3.
∂(σt)
∂x
+
∂τ
∂s
+ p = 0
∂τ
∂x
+
∂N
∂s
− Q
R
+ q = 0
∂Q
∂s
+
N
R
+ r = 0
∂G
∂s
−Q = 0

(4.2)
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Figura 4.3: Equilíbrio para o elemento
Onde p, q e r são as projeções do vetor de cargas superficiais em relação ao eixo
x, direção s e normal à superfície do ponto, respectivamente. R é uma função de s,
representando o raio de curvatura da linha de esqueleto no ponto.
Eliminando as forças T, N e Q o sistema de equações 4.2 se torna uma única
equação 4.3.
∂2(σt)
∂x2
+ ΩQ = P. (4.3)
Onde P é uma função dependente das componentes da carga externa, representado
pela equação 4.4..
P = −∂p
∂x
+
∂q
∂s
− ∂
2
∂s2
(Rr). (4.4)
Ω é um operador diferencial relativo a s, representado pela equação4.5. Esse
operador está ligado a lei de áreas setoriais.
Ω =
∂2
∂s2
(
R
∂2
∂s2
)
+
∂
∂s
(
1
R
∂
∂s
)
. (4.5)
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Na ausência de forças de superfície, as forças internas de interesse podem ser
representadas por F, função de x e s , por meio das equações 4.6.
σt = ΩF,
T = −Ω1 ∂
∂x
F,
N = R
∂4F
∂x2∂s2
,
G = −∂
2F
∂x2
,
Q = − ∂
3F
∂s∂x2

(4.6)
Ω1 é um operador relacionado a s, representado pela equação 4.7. e mantendo
relação com Ω de 4.8.
Ω1 =
∂
∂s
(
R
∂2
∂s2
)
+
1
R
∂
∂s
. (4.7)
Ω =
∂
∂s
(Ω1) . (4.8)
ParaR
∂2F
∂s2
= ϕ eR −→∞ as três primeiras equações de 4.6 se tornam as equações
de Airy para o problema plano da teoria da elasticidade. Se houver cargas superficiais,
ao lado direito de 4.6 devem ser adicionadas as soluções particulares do problema não-
homogêneo. Essas soluções podem ser obtidas das equações 4.2 e de assumir que G = 0
ou (σt) = 0. No segundo caso as integrais para G, N, Q podem ser obtidas de 4.3 com
base na lei de áreas setoriais para os momentos G.
A equação 4.3 possui duas variáveis, G e (σt), para resolver esse problema é neces-
sário analisar o aspecto e as hipóteses geométricas para se encontrar uma nova equação.
De acordo com as hipóteses geométricas as deformações por cisalhamento e as deforma-
ções transversais, que possuem pequena influência no estado de forças interno da casca,
são desprezadas. As deformações da casca no modelo adotado ocorrem de modo que a
linha do esqueleto não se deforma e os ângulos retos permaneçam retos após a deformação.
A relação entre as deformações ε1, ε2, γ e χ e os deslocamentos u, v e w são
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expressados pelas equações 4.9.
ε1 =
∂u
∂x
,
ε2 =
∂v
∂s
− w
R
,
γ =
∂u
∂s
+
∂v
∂x
,
χ =
∂
∂s
(
v
R
+
∂w
∂s
)

(4.9)
A primeira equação expressa a deformação do elemento ao longo da geratriz. A
segunda equação se refere a deformação do elemento perpendicular a geratriz, composta
por
(
∂v
∂s
)
dá a extensão relativa do arco ds, resultado do aumento de v ao se passar de
M para N. O segundo termo
(
−w
R
)
refere-se a contração do arco, que ocorre ao mover o
ponto M internamente de modo normal uma distancia w, figura 4.4. A terceira equação
da a deformação por cisalhamento na linha do esqueleto.
Figura 4.4: Deformações e deslocamentos do elemento
A quarta equação refere-se a deformação por flambagem do elemento ao longo do
arco ds. Essa deformação que causa curvatura é obtida como como derivada parcial do
angulo θ =
v
R
+
∂w
∂s
em relação a s, a figura 4.4 mostra que ao passar de M aM
′
a rotação
é θ.
Eliminando das equações os deslocamentos u, v e w, nós obtemos uma única
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equação 4.10 diferencial para a continuidade da deformação.
∂2
∂s2
(
R
∂2ε1
∂s2
)
+
∂
∂s
(
1
R
∂ε1
∂s
)
−
[
∂2
∂s2
(
R
∂2γ
∂x∂s
)
+
∂
∂s
(
1
R
∂γ
∂x
)]
+
+
∂2
∂s2
(
R
∂2ε2
∂x2
)
+
∂2χ
∂x2
= 0
. (4.10)
Partindo das hipóteses de ausência de deformação da seção transversal e ausência
de deformação, equações 4.11 obtêm-se 4.12.
ε2 = 0
γ = 0
}
(4.11)
Ωε1 +
∂2χ
∂x2
= 0 (4.12)
Como a hipótese geométrica envolve a ausência de deformação na linha do esque-
leto, assume-se que χ = 0, tornando a equação 4.13.
Ωε1 = 0 (4.13)
Será demonstrado que o operador Ω, se relaciona a lei das áreas setoriais, substi-
tuindo 4.5 em 4.13, a equação resultante será 4.14.
∂2
∂s2
(
R
∂2ε1
∂s2
)
+
∂
∂s
(
1
R
∂ε1
∂s
)
= 0 (4.14)
A equação 4.14 é uma equação diferencial de quarta ordem que depende do raio
de curvatura R(s). Define-se a função ϕ(x, s), definida pela equação 4.15.
ϕ =
∂ε1
∂s
(4.15)
Portanto a relação entre ϕ(x, s) e ε1 é dada por4.16.
ε1 =
s∫
0
ϕ(x, s).ds+ Z1(x) (4.16)
Onde Z1(x) é uma função arbitrária de x. Substituindo ε1 encontrado em 4.16 em
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4.14 encontra-se 4.17.
∂2
∂s2
(
R
∂ϕ
∂s
)
+
∂
∂s
(ϕ
R
)
= 0 (4.17)
Integrando 4.17 em relação a s e denominando a nova função arbitrária de x Z4(x).
O resultado obtido é dado pela equação 4.18.
∂
∂s
(
R
∂ϕ
∂s
)
+
ϕ
R
= Z4(x) (4.18)
O angulo entre a tangente da linha de esqueleto no ponto s e o eixo z é denominado
β(s) sendo verdadeiras as relações geométricas de 4.19.
ds = Rdβ;
dz
ds
= cosβ,
dy
ds
= senβ (4.19)
Substituindo o valor de R em 4.18 pelo encontrado em 4.19, e tornando β a variável
independente a equação 4.20 é obtida.
∂2ϕ
∂β2
+ ϕ = RZ4 (4.20)
A equação homogênea seria satisfeita pela equação 4.21.
ϕ = A.senβ +B.cosβ (4.21)
A equação não-homogênea seria satisfeita pela equação 4.22.
ϕ = Z3senβ + Zcosβ + Z4(xsenβ − ycosβ) (4.22)
Substituindo o valor de ϕ encontrado em 4.22 na equação 4.16 é possível determinar
o valor de ε1, equação 4.23.
ε1 = Z1 + Z2
s∫
0
senβ.ds+ Z3
s∫
0
cosβ.ds+ Z4
s∫
0
(x.senβ − y.cosβ).ds
= Z1 + Z2
s∫
0
dy + Z3
s∫
0
dx+ Z4
s∫
0
(x.dy − y.dx)
= Z1 + Z2y(s) + Z3x(s) + Z4ω(s)
(4.23)
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Onde ω(s) =
s∫
0
(x.dy−y.dx) e Z1, Z2, Z3 e Z4 são funções de integração arbitrárias,
referentes a Z1.
Para mostrar o sentido geométrico de ω é conveniente transformar para coordena-
das polares, Figura 4.5.
Figura 4.5: Área setorial coordenadas polares
Nas coordenadas polares os coordenadas cartesianas seriam descritas pelas equa-
ções:
z = ρ.cosφ; y = ρ.senφ
E as derivadas seriam:
dz = −ρ.senφ+ dρ.cosφ
dy = ρ.cosφ+ dρ.senφ
Consequentemente ω sera:
ω(s) =
s∫
0
(x.dy − y.dx) =
s∫
0
ρ2dφ
Onde
s∫
0
ρ2dφ representa o dobro da área do setor entre dois raios vetores e o
arco s, ou seja ele é equivalente a área setorial. A equação 4.23, resultado da equação
diferencial 4.14, é idêntica a 4.24, resultado de derivar 3.18 em relação a x, nela as funções
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arbitrárias Z1, Z2, Z3 e Z4, possuem significado físico como g
′
(x), w
′′
E(x), v
′′
E(x) e φ
′′
(x).
Ambas equações são idênticas e representam a lei das áreas setoriais.
∂u(x, s)
∂x
= g′(x)− w′′E(x).z(s) + v
′′
E(x).y(s) + φ
′′
(x).ω(s) (4.24)
Analisando simplificadamente, ao considerar o coeficiente de Poisson sendo zero,
os casos onde há deformação na linha do esqueleto e portanto χ 6= 0, a deformação ao
longo do eixo x ε1 e o empenamento da seção transversal χ são descritas por 4.25.
ε1 =
1
A
σ
χ = − 12
Et3
G
 (4.25)
Onde E é o modulo de elasticidade e t a espessura da seção.
Substituíndo 4.25 em 4.12 e combinando com 4.3, obtemos um sistema com duas
equações diferenciais e duas variáveis σ e G, equação 4.26.
∂2(σt)
∂x2
+ ΩG = P
Ωσ − 12
t3
∂2G
∂x2
= 0
 (4.26)
Assumindo contorno rígido, ou seja χ = 0 e D = ∞, na equação 4.26, a segunda
equação se tornará 4.27, que representa a lei das áreas setoriais, desconsiderando os efeitos
dos momentos fletores transversais.
Ω = 0 (4.27)
Assumindo que apenas forças de cisalhamento atuam na seção, ou seja σt = 0, e
P seja nulo na equação 4.26, a primeira equação se tornará 4.28.
ΩG = 0 (4.28)
As equações 4.28 e 4.27 são análogas, significando que os momentos fletores trans-
versais obedecerão a lei das áreas setoriais e serão dados pela equação 4.29.
G(x, s) = Z5(x) + Z6(x)z(s) + Z7(x)y(s) + Z8(x)ω(s) (4.29)
Onde Z5 é associado a flambagem transversal pura associada ao momento fletor
transversal G aplicado no ponto s = 0, Z6 e Z7 são associados à forças aplicadas parale-
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lamente aos eixos z e y respectivamente, no ponto s = 0 e Z8 é associado ao cisalhamento
T dado pela equação 4.1, que associa o cisalhamento T à tensão de cisalhamento τ .
Neste trabalho o equilíbrio da viga será feito para seções sem momentos fletores
transversais aplicados, ou cargas paralelas aos eixos z e y, tornando Z5, Z6 e Z7 nulos, a
equação 4.29 pode ser simplificada se tornando a equação 4.30. Para avaliar os valores
dos momentos fletores transversais, inicialmente τ será determinado para um equilíbrio
desconsiderando os valores de G na equação 4.26, em seguida os valores de τ serão subs-
tituídos em 4.30.
G = T.ω
G =
∂τ
∂x
.t.ω
(4.30)
Onde τ é a tensão de cisalhamento, t é a espessura das paredes da peça e ω é a
área setorial. Os momentos fletores transversais são momentos distribuídos por unidade
de comprimento, como na flexão de placas. As tensões τ , são determinados pela equação
3.67 e sua derivada é determinada pela equação 4.32. Uma notação simplificada será
utilizada para as parcelas de τ apresentadas na equação 4.31, onde τxz será τz, τxy será τy
e τxs será τω.
τ = τxz + τxy + τxs (4.31)
τ =
Qz.Sy
t.Iy
+
Qy.Sz
t.Iz
+
Mft.Sω
t.Iω
∂τ
∂x
=
Sy
t.Iy
∂Qz
∂x
+
Sz
t.Iz
∂Qy
∂x
+
Sω
t.Iω
∂Mft
∂x
(4.32)
Substituindo 4.32 em 4.30, obtém-se 4.33.
G =
(
Sy
t.Iy
∂Qz
∂x
+
Sz
t.Iz
∂Qy
∂x
+
Sω
t.Iω
∂Mft
∂x
)
.t.ω (4.33)
G = Gy +Gz +Gω (4.34)
Onde os momentos fletores transversais serão nomeados de acordo com a tensão
de cisalhamento relacionada.
Analisando um elemento de largura dx e espessura t a tensão σ relacionada aos
62
momentos fletores transversais será dada pela equação 4.35.
σ =
M.y
I
σ =
G.dx.
t
2
dx.t3
12
σ =
G.6
t2
(4.35)
Segundo a equação 4.33 os momentos fletores transversais dependem das derivadas
de Qy, Qz e Mft, dados pelas equações 3.59, 3.58 e 3.65, respectivamente, cujas derivadas
são dadas pelas equações 4.36 a 4.38. Portanto é possível determinar os momentos fletores
transversais por meio das deformações da seção.
Qy = −E.Iz.vIII
∂Qy
∂x
= −E.Iz.vIV
(4.36)
Qz = −E.Iy.wIII
∂Qz
∂x
= −E.Iy.wIV
(4.37)
Mft = −E.Iω.φIII
∂Mft
∂x
= −E.Iω.φIV
(4.38)
Substituindo os valores encontrados em 4.36 a 4.38 em 4.30 obtém-se a equação 4.39
do momento fletor transversal, as equações 4.39 e 4.35 relacionam as tensões associadas
aos momentos fletores transversais às quarta derivada dos deslocamentos w, v e φ. As
equações 3.51, 3.52 e 3.61 apresentam os valores dos momentos fletores (My e Mz) e do
bimomento (B), suas segundas derivadas são dadas pelas equações 4.40 a 4.42, a partir
delas é possivel associar esses esforços aos momentos fletores transversais.
G =
[
Sy
t.Iy
.
(−E.Iy.wIVE (x))+ Szt.Iz . (−E.Iz.vIVE (x))+ Sωt.Iω . (−E.Iω.φIV (x))
]
.t.ω (4.39)
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∂2Mz
∂x2
= −E.Iy.wIVE (x) (4.40)
∂2My
∂x2
= −E.Iz.vIVE (x) (4.41)
∂2B
∂x2
= −E.Iω.φIV (x) (4.42)
As figuras 4.6 e 4.7 apresentam os efeitos dos momentos fletores transversais
para uma seção com 1 eixo de simetria e antissimétrica respectivamente. A figura 4.6
"a"apresenta os efeitos esperados dos momentos fletores transversais antisimétricos en-
quanto 4.6 "b"e "c"apresentam os efeitos em uma seção simétrica. A figura 4.7 "a"e
"b"apresenta para uma seção antissimétrica os efeitos esperados dos momentos fletores
transversais antissimétricos enquanto 4.7 "c"e "d"apresenta os efeitos dos momentos fle-
tores transversais caso os momentos fletores transversais não sejam antissimétricos.
Figura 4.6: Efeitos dos momentos fletores transversais na seção
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Figura 4.7: Efeitos dos momentos fletores transversais na seção Z
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5. Estudo da Seção C
5.1 Produtos entre os momentos estáticos e área seto-
rial
Segundo a equação 4.39 os momentos fletores transversais dependem dos desloca-
mentos, momentos estáticos, área setorial e módulo de elasticidade, a área setorial (ω) e os
momentos estáticos (Sω, Sz, Sy) variam ao longo da seção transversal, portanto seus pro-
dutos foram estudados para determinar a distribuição dos momentos fletores transversais
ao longo da seção transversal. Foi adotada espessura de 0,75 cm.
A seção C, na sua linha do esqueleto, apresenta como características geométricas
espessura t, altura de alma h, comprimento de mesa b e distância ao CC a, e
distância ao CG "g", ambas partindo da alma, figura 5.1.
Figura 5.1: Características geométricas da seção C
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A Figuras 5.2 a 5.4 apresentam, respectivamente, os diagramas de z, y e ω ao longo
da seção transversal.
Figura 5.2: Valor de z ao longo da seção transversal
Figura 5.3: Valor de y ao longo da seção transversal
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Figura 5.4: Valor de ω ao longo da seção transversal
As Figuras 5.5 a 5.7 apresentam, respectivamente, os valores dos momentos es-
táticos Sz, Sy e Sω ao longo da seção transversal. Os momentos estáticos relacionam-se
inversamente com o sentido das tensões de cisalhamento. Um valor de momentos estático
positivo significa que o sentido do fluxo das tensões de cisalhamento é contrário ao sentido
da coordenadas adotado (sentido horário), os sentidos das tensões de cisalhamento são
indicados pelas setas.
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Figura 5.5: Valor de Sz ao longo da seção transversal
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Figura 5.6: Valor de Sy ao longo da seção transversal
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Figura 5.7: Valor de Sω ao longo da seção transversal
Segundo Vlasov, os produtos entre os momentos estáticos, setorial e em relação
aos eixos principais (Sω, Sz, Sy) e as áreas setoriais (ω) estão relacionados aos momentos
fletores transversais. Os produtos simétricos (ωSy) são associados à flexão da seção, por
ajudar a abrir a seção, e os antissimétricos (ωSz e ωSω) à torção por manter a forma, mas
rotacioná-la.
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5.2 Produto ωSz
O produtoωSz apresenta a configuração da figura 5.8 caso a altura da alma (h)
seja igual ou menor que quatro vezes o comprimento da mesa (b), a configuração será
a da figura 5.9, caso a relação alma-mesa (h/b) seja maior que quatro. Nota-se com as
figuras5.8 e 5.9 que o produto ωSz é antissimétrico, favorecendo a torção.
Figura 5.8: Produto ωSz
Figura 5.9: Produto ωSz
As figuras 5.10 a 5.18 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSz, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 5.10: Produto ωSz na junção alma-mesa em relação a b
Figura 5.11: Produto ωSz na mesa em relação a b
Figura 5.12: Produto ωSz na alma em relação a b
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Figura 5.13: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa em relação a b
Figura 5.14: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 5.15: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na alma em relação a b
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Figura 5.16: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 5.17: Relação entre o produto ωSz na mesa e na alma em relação a b
Figura 5.18: Relação entre o produto ωSz na mesa e na alma em relação a h/b
Nas figuras 5.10 a 5.18 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), na mesa (f2) e na alma (f3), em relação a b, h e h/b. Com as figuras 5.14, 5.16
e 5.18 nota-se que embora os valores analisados variem de acordo com h e b, a relação
entre os valores depende apenas de h/b. Na figura 5.14 nota-se que f1 será maior a f2
para h/b no intervalo menor que 5,2, e menor nos demais. Na figura 5.16 nota-se que f1
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será maior que f3 até que h/b supere 16. Na figura 5.18 nota-se que f2 é sempre maior
que f3. Com as figuras nota-se também que os valores dos máximos cresce com b e com
h.
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5.3 Produto ωSy
O produto ωSy apresenta a configuração da figura 5.19 caso a relação h/b seja
menor que
√
15−3 , ou cerca de 0,873, a configuração será a da figura 5.20, caso a relação
alma-mesa (h/b) seja maior 0,873. Nota-se com as figuras 5.19 e 5.20 que o produto ωSy
é simétrico, favorecendo a flexão.
Figura 5.19: ProdutoωSy
Figura 5.20: ProdutoωSy
As Figuras 5.21 a 5.29 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSy, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
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os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
Figura 5.21: Produto ωSy na junção alma-mesa em relação a b
Figura 5.22: Produto ωSy no inicio da mesa em relação a b
Figura 5.23: Produto ωSy na mesa, próximo da alma em relação a b
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Figura 5.24: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e no inicio da mesa em
relação a b
Figura 5.25: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e no inicio da mesa em
relação a h/b
Figura 5.26: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa, próximo da
alma em relação a b
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Figura 5.27: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa, próximo da
alma em relação a h/b
Figura 5.28: Relação entre o produto ωSy no inicio da mesa e na mesa, próximo da alma
em relação a b
Figura 5.29: Relação entre o produto ωSy no inicio da mesa e na mesa, próximo da alma
em relação a h/b
Nas Figuras 5.21 a 5.29 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), no inicio da mesa (f2) e na mesa próximo a alma (f3), em relação a b, h e
b/h. Com as figuras 5.25, 5.27 e 5.29 nota-se que embora os valores analisados variem de
acordo com h e b, a relação entre os valores depende apenas de h/b. Em 5.25 nota-se que
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f1 será maior a f2 para h/b no intervalo 0,29 a 5,55, e menor nos demais. Em 5.27 e 5.29
nota-se que f3 será sempre maior ou igual a f1 e f2.
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5.4 Produto ωSω
O produto ωSω apresenta a configuração da figura 5.30 na mesa caso h/b seja
maior ou igual a 2,18, caso contrário a configuração será o da figura 5.31. Nota-se com as
figuras 5.30 e 5.31 que o produto ωSω é antissimétrico, favorecendo a torção.
Figura 5.30: Produto ωSω
Figura 5.31: Produto ωSω
As figuras 5.32 a 5.38 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSω, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 5.32: Produto ωSω na junção alma-mesa em relação a b
Figura 5.33: Produto ωSω no inicio da mesa em relação a b
Figura 5.34: Produto ωSω na mesa, próximo da alma em relação a b
83
Figura 5.35: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e no inicio da mesa em
relação a b
Figura 5.36: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e no inicio da mesa em
relação a h/b
Figura 5.37: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa, próximo da
alma em relação a b
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Figura 5.38: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa, próximo da
alma em relação a h/b
Nos gráficos 5.32 a 5.38 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), no inicio da mesa (f2) e na mesa próximo da alma (f3), em relação a b, h e
b/h, o segundo valor encontrado na alma não foi analisado por ser sempre 9 vezes menor
do que o encontrado na junção alma-mesa. Nota-se que embora os valores das funções
variem de acordo com h e b, a relação entre os valore depende apenas de h/b. Não foi
incluída uma figura comparando f2 e f3, pois notou-se que seus valores são sempre iguais.
Com as figuras 5.37 e 5.38 nota-se que f1 será igual a que f2 quando h/b for 2,18 e menor
em todos os demais casos.
A análise dos produtos mostrou que a relação h/b determina onde se encontrará
o máximo de cada um deles, e que os o aumento de h ou b leva a um aumento no valor
dos produtos, as formas dos produtos analisados são de equações de segundo e terceiro
grau, podendo estar rotacionados ou não dependendo da relação h/b. Os produtos ωSz
eωSω são antissimétricos, favorecendo a torção e resistindo a flexão, e o produto ωSy é
simétrico, favorecendo a flexão.
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6. Estudo da Seção C enrijecida
6.1 Produtos entre os momentos estáticos e área seto-
rial
Na seção C enrijecida a presença do enrijecedor traz diferenças nos produtos entre
as áreas setoriais e os momentos estáticos setoriais. Se a proporção entre o comprimento do
lábio e da alma (h/b) for mantida constante, o comportamento dos produtos assemelha-se
ao encontrado na seção C, onde a proporção entre eles e a posição dos valores absolutos
máximos dependem de h/b. Os estudos dos produtos foram realizados para seções onde
o enrijecedor representa 15% da altura da alma e foi adotada espessura de 0,75 cm.
A seção C enrijecida, na sua linha do esqueleto, apresenta como características
geométricas espessura t, altura de alma h, comprimento de mesa b, comprimento do
enrijecedor "f"e distância ao CC a, e distância ao CG "g", ambas partindo da alma,
figura 6.1.
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Figura 6.1: Características geométricas da seção C enrijecida
A Figuras 6.2 a 6.4 apresentam, respectivamente, os diagramas de z, y e ω ao longo
da seção transversal.
Figura 6.2: Valor de z ao longo da seção transversal
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Figura 6.3: Valor de y ao longo da seção transversal
Figura 6.4: Valor de ω ao longo da seção transversal
As Figuras 6.5 a 6.7 apresentam, respectivamente, os valores dos momentos es-
táticos Sz, Sy e Sω ao longo da seção transversal. Os momentos estáticos relacionam-se
inversamente com o sentido das tensões de cisalhamento. Um valor de momentos estático
positivo significa que o sentido do fluxo das tensões de cisalhamento é contrário ao sentido
da coordenadas adotado (sentido horário), os sentidos das tensões de cisalhamento são
indicados pelas setas.
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Figura 6.5: Valor de Sz ao longo da seção transversal
Figura 6.6: Valor de Sy ao longo da seção transversal
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Figura 6.7: Valor de Sω ao longo da seção transversal
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6.2 Produto ωSz
O produtoωSz apresenta a configuração da figura 6.8, quando os produtos f3 e f4
existirem, dependente das relações h/b e h/f. Nota-se que o produto ωSz é antissimétrico,
favorecendo a torção. O produto f5 não foi edterminado por ser sempre inferior a f1.
Figura 6.8: Produto ωSz
As figuras 6.9 a 6.12 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSz, com valores de b vindos do anexo A da NBR 6355:2003, com
os valores de h variando de 1/20 a 20 vezes o valor de b e com os valores de f sendo 15%
de h.
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Figura 6.9: Produto ωSz na junção alma-mesa em relação a h
Figura 6.10: Produto ωSz na junção mesa-enrijecedor em relação a h
Figura 6.11: Produto ωSz próximo à junção mesa-enrijecedor em relação a h
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Figura 6.12: Produto ωSz próximo à junção alma-mesa em relação a h
Figura 6.13: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa-enrijecedor em
relação a h/b
Figura 6.14: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
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Figura 6.15: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Nas figuras 6.9 a 6.12 estão apresentados os valores da função na junção alma-mesa
(f1), na junção mesa-enrijecedor (f2) e na alma (f3 e f4), em relação h. Com as figuras
6.13, 6.14 e 6.15 nota-se que embora os valores analisados variem de acordo com h e b,
a relação entre os produtos, ou seja a forma dos momentos fletores transversais, depende
apenas de h/b. Na figura 6.13 nota-se que f1 será maior a f2 para h/b no intervalo entre
0,2 e 19,75, sendo menos nos demais. Na figura 6.14 nota-se que f1 será maior que f3
para h/b no intervalo 0,2 a 13,6, f3 não existindo para h/b menor que ou igual a 0,10 e
f1 sendo menor que f3 para os demais intervalos. Na figura 6.13 nota-se que f1 é sempre
menor que f4. Com as figuras nota-se também que os valores dos máximos cresce com b
e com h.
As quedas observadas em f1 e f2 coincidem com o surgimento de f3.
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6.3 Produto ωSy
O produtoωSy apresenta a configuração da figura 6.16, quando os produtos f3, f4
e f5 existirem, dependente das relações h/b e h/f. Nota-se que o produto ωSy é simétrico,
favorecendo a flexão.
Figura 6.16: Produto ωSy
As figuras 6.17 a 6.25 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSy, com valores de b vindos do anexo A da NBR 6355:2003, com
os valores de h variando de 1/20 a 20 vezes o valor de b e com os valores de f sendo 15%
de h.
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Figura 6.17: Produto ωSy na junção alma-mesa em relação a h
Figura 6.18: Produto ωSy na junção mesa-enrijecedor em relação a h
Figura 6.19: Produto ωSy no enrijecedor em relação a h
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Figura 6.20: Produto ωSy próximo à junção mesa-enrijecedor em relação a h
Figura 6.21: Produto ωSy próximo à junção alma-mesa em relação a h
Figura 6.22: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa-enrijecedor em
relação a h/b
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Figura 6.23: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e no enrijecedor em
relação a h/b
Figura 6.24: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 6.25: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Nas Figuras 6.17 a 6.21 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), na junção mesa-enrijecedor (f2), na mesa (f3 e f4) e na alma (f5), em relação
a b, h e b/h. Com as figuras 6.21 a 6.25 nota-se que embora os valores analisados variem
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de acordo com h e b, a relação entre os valores depende apenas de h/b. Em 6.22 nota-se
que f1 será maior que f2 para h/b no intervalo 0,4 a 9,25, e menor nos demais. Em 6.23
nota-se que f1 será maior que f3 para h/b no intervalo 0,55 a 1,55 e menor para h/b no
intervalo 0,1 a 0,5 , f3 não existindo para outra relações de h/b. Em 6.24 nota-se que f1
será maior que f4 para h/b no intervalo 0,45 a 6,8 e menor para h/b nos demais intervalos.
Em 6.25 nota-se que f1 será sempre menor que f5. A queda observada em f1 coincide
com o surgimento de f3, a observada em f2 coincide com o surgimento de f5 e a queda de
f4 fica entre o surgimento de f3 e f5.
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6.4 Produto ωSω
O produtoωSω apresenta a configuração da figura 6.26, quando os produtos f3,
f4 e f5 existirem, dependente das relações h/b e h/f. Nota-se que o produto ωSω é
antissimétrico, favorecendo a torção. O produto na alma não foi determinado por ser
sempre menor que f1.
Figura 6.26: Produto ωSω
As figuras 6.27 a 6.27 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSω, com valores de b vindos do anexo A da NBR 6355:2003, com
os valores de h variando de 1/20 a 20 vezes o valor de b e com os valores de f sendo 15%
de h.
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Figura 6.27: Produto ωSω na junção alma-mesa em relação a h
Figura 6.28: Produto ωSω na junção mesa-enrijecedor em relação a h
Figura 6.29: Produto ωSω no enrijecedor em relação a h
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Figura 6.30: Produto ωSω próximo à junção mesa-enrijecedor em relação a h
Figura 6.31: Produto ωSω próximo à junção alma-mesa em relação a h
Figura 6.32: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa-enrijecedor em
relação a h/b
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Figura 6.33: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e no enrijecedor em
relação a h/b
Figura 6.34: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 6.35: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Nas Figuras 6.27 a 6.31 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), na junção mesa-enrijecedor (f2), na mesa (f3 e f4) e na alma (f5), em relação
a b, h e b/h. Com as figuras 6.21 a 6.25 nota-se que embora os valores analisados variem
de acordo com h e b, a relação entre os valores depende apenas de h/b. Em 6.32 nota-se
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que f1 será maior que f2 para h/b no intervalo 1,1 a 9,7, para h/b igual a 0,05 e menor
nos demais. Em 6.33 nota-se que f1 será maior que f3 para h/b no intervalo 1,1 a 1,2 e
para h/b igual a 0,05 e menor para h/b no intervalo 0,1 a 1,05 , f3 não existindo para
outra relações de h/b. Em 6.34 nota-se que f1 será maior que f4 para h/b no intervalo
0,1 a 0,25 e menor para h/b no intervalo 0,3 a 1, f4 não existindo para outra relações de
h/b. Em 6.35 nota-se que f1 será maior que f5 para h/b no intervalo 0,2 a 0,25 e 2,2 a
2,7, sendo menor nos demais intervalos. Nos intervalos onde f1 é maior que f5, o ponto
f5 deve representar um ponto de inflexão, não um ponto de máximo ou mínimo local. A
queda observada em f1 coincide com o surgimento de f4.
A análise dos produtos mostrou que a relação h/b determina a distribuição dos
momentos fletores transversais ao longo da seção transversal, e que o aumento de h ou b de
modo geral leva a um aumento no valor dos produtos. As formas dos produtos analisados
são de equações de segundo e terceiro grau. Segundo Vlassov (1959), os produtos antis-
simétricos, como o produto ωSz e ωSω, favorecem a torção enquanto os antissimétricos,
como o produto ωSy é simétrico, favorecendo a flexão.
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7. Estudo da Seção Z
7.1 Produtos entre os momentos estáticos e área seto-
rial
A seção Z, na sua linha do esqueleto, apresenta como características geométricas
espessura t, altura de alma h e comprimento de mesa b, figura 7.1.
Figura 7.1: Características geométricas da seção Z
Onde:
ψ é o angulo entre os eixos principais de inércia e a mesa, representado pela equação
7.1.
ψ =
1
2
arctan
(
2Iy′z′
Iz′ − Iy′
)
(7.1)
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A Figuras 7.2 a 7.4 apresentam, respectivamente, os diagramas de z, y e ω ao longo
da seção transversal.
Figura 7.2: Valor de z ao longo da seção transversal
Figura 7.3: Valor de y ao longo da seção transversal
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Figura 7.4: Valor de ω ao longo da seção transversal
Onde:
∆ é a distância entre a alma e o ponto da mesa onde a área setorial é nula,
representado pela equação 7.2.
∆ =
b2
h+ 2b
(7.2)
As Figuras 7.5 a 7.7 apresentam, respectivamente, os valores dos momentos es-
táticos Sz, Sy e Sω ao longo da seção transversal. Os momentos estáticos relacionam-se
inversamente com o sentido das tensões de cisalhamento. Um valor de momentos está-
tico positivo significa que o sentido do fluxo das tensões de cisalhamento é contrário ao
sentido da coordenadas adotado (da esquerda para a direita), os sentidos das tensões de
cisalhamento são indicados pelas setas. Os sentidos das tensões de cisalhamento Sz e Sy
foram adotados como os sentidos observados quando o respectivo momento estático for
dominante.
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Figura 7.5: Valor de Sz ao longo da seção transversal
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Figura 7.6: Valor de Sy ao longo da seção transversal
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Figura 7.7: Valor de Sω ao longo da seção transversal
Foi adotada espessura de 0,75 cm. Segundo Vlasov, os produtos entre os momentos
estáticos, setorial e em relação aos eixos principais (Sω, Sz, Sy) e as áreas setoriais (ω)
estão relacionados aos momentos fletores transversais.
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7.2 Produto ωSz
O produtoωSz apresenta a configuração da figura 7.8. Nota-se com a figura 7.8
que o produto ωSz é assimétrico, com efeitos como da figura 4.7 "c"e "d".
Figura 7.8: Produto ωSz
As figuras 7.9 a 7.13 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSz, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, para
seções Z enrijecidas, e com os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 7.9: Produto ωSz na junção alma-mesa em relação a b
Figura 7.10: Produto ωSz na mesa em relação a b
Figura 7.11: Produto ωSz na alma em relação a b
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Figura 7.12: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 7.13: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na alma em relação a
h/b
Nas figuras 7.9 a 7.13 estão apresentados os valores da função na junção alma-mesa
(f1), na mesa (f2) e na alma (f3), em relação a b, h e h/b. Com as figuras 7.12 e 7.13
nota-se que embora os valores analisados variem de acordo com h e b, a relação entre os
valores depende apenas de h/b. Na figura 7.12 nota-se que f1 será menor que f2 para h/b
nos intervalos estudados. Na figura 7.13 nota-se que f1 será menor que f3 para h/b maior
ou igual a 4 e para h/b igual a 1,11.
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7.3 Produto ωSy
O produtoωSy apresenta a configuração da figura 7.14. Nota-se com a figura 7.14
que o produto ωSy é assimétrico, com efeitos como da figura 4.7 "c"e "d".
Figura 7.14: Produto ωSy
As figuras 7.15 a 7.19 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSy, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 7.15: Produto ωSy na junção alma-mesa em relação a b
Figura 7.16: Produto ωSy na mesa em relação a b
Figura 7.17: Produto ωSy na alma em relação a b
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Figura 7.18: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 7.19: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na alma em relação a
h/b
Nas figuras 7.15 a 7.19 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), na mesa (f2) e na alma (f3), em relação a b, h e h/b. Com as figuras 7.18
e 7.19 nota-se que embora os valores analisados variem de acordo com h e b, a relação
entre os valores depende apenas de h/b. Na figura 7.18 nota-se que f1 será menor que f2
para h/b no intervalo 0,91 a 1,05 e h/b maior que 2,5. Na figura 7.19 nota-se que f1 será
menor que f3 para h/b entre 1 e 1,05 e maior para h/b igual a 0,95. As quedas de f1 e f2
coincidem com o surgimento de f3.
116
7.4 Produto ωSω
O produto ωSω apresenta a configuração da figura 7.20. Nota-se com a figura 7.20
que o produto ωSω é antissimétrico, favorecendo a torção como na figura 4.7 "a"e "b".
Figura 7.20: Produto ωSω
As figuras 7.21 a 7.25 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSω, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 7.21: Produto ωSω na junção alma-mesa em relação a b
Figura 7.22: Produto ωSω na mesa em relação a b
Figura 7.23: Produto ωSω na mesa em relação a b
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Figura 7.24: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 7.25: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Nas figuras 7.21 a 7.25 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), na mesa (f2) e na alma (f3), em relação a b, h e h/b. Com as figuras 7.24 e
7.25 nota-se que embora os valores analisados variem de acordo com h e b, a relação entre
os valores depende apenas de h/b. Na figura 7.24 nota-se que f1 será menor que f2 para
h/b nos intervalos estudados. Na figura 7.25 nota-se que f1 será menor que f3 para h/b
menor que 0,71.
A análise dos produtos mostrou que a relação h/b determina onde se encontrará o
máximo de cada um deles, e que os o aumento de h ou b leva a um aumento no valor dos
produtos, as formas dos produtos analisados são de equações de segundo e terceiro grau,
podendo estar rotacionados ou não dependendo da relação h/b. Os produtos ωSz eωSy
são assimétricos, mas suas mesas possuem simetria em relação a y, favorecendo a flexão,
e o produto ωSω é antissimétrico, favorecendo a torção.
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8. Estudo da Seção Z enrijecida
8.1 Produtos entre os momentos estáticos e área seto-
rial
A seção Z enrijecida, na sua linha do esqueleto, apresenta como características
geométricas espessura t, altura de alma h, comprimento de mesa b e comprimento
do enrijecedor "f", figura 8.1.
Figura 8.1: Características geométricas da seção Z
Onde:
ψ é o angulo entre os eixos principais de inércia e a mesa, representado pela equação
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8.1.
ψ =
1
2
arctan
(
2Iy′z′
Iz′ − Iy′
)
(8.1)
A Figuras 8.2 a 8.4 apresentam, respectivamente, os diagramas de z, y e ω ao
longo da seção transversal. Para determinar o diagrama de ω o foi empregado um método
análogo ao utilizado por Vlassov na seção Z, onde um valor ∆h é subtraído do diagrama
original, de modo que a Sω ainda seja simétrico e se anule quando para a seção como um
todo.
Figura 8.2: Valor de z ao longo da seção transversal
Figura 8.3: Valor de y ao longo da seção transversal
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Figura 8.4: Valor de ω ao longo da seção transversal
Onde:
∆ é a distância entre a alma e o ponto da mesa onde a área setorial é nula,
representado pela equação 8.2.
∆ =
2bhf + 2bf 2 + b2h
2hf + 4bh+ h2
(8.2)
As Figuras 7.5 a 7.7 apresentam, respectivamente, os valores dos momentos es-
táticos Sz, Sy e Sω ao longo da seção transversal. Os momentos estáticos relacionam-se
inversamente com o sentido das tensões de cisalhamento. Um valor de momentos está-
tico positivo significa que o sentido do fluxo das tensões de cisalhamento é contrário ao
sentido da coordenadas adotado (da esquerda para a direita), os sentidos das tensões de
cisalhamento são indicados pelas setas. Os sentidos das tensões de cisalhamento Sz e Sy
foram adotados como os sentidos observados quando o respectivo momento estático for
dominante.
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Figura 8.5: Valor de Sz ao longo da seção transversal
Figura 8.6: Valor de Sy ao longo da seção transversal
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Figura 8.7: Valor de Sω ao longo da seção transversal
Foi adotada espessura de 0,75 cm. Segundo Vlasov, os produtos entre os momentos
estáticos, setorial e em relação aos eixos principais (Sω, Sz, Sy) e as áreas setoriais (ω)
estão relacionados aos momentos fletores transversais.
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8.2 Produto ωSz
O produtoωSz apresenta a configuração da figura 8.8. Nota-se com a figura 8.8 que
o produto ωSz é assimétrico, mas com mesas antisimétricas em relação a y, com efeitos
como da figura 4.7 "c"e "d".
Figura 8.8: Produto ωSz
As figuras 8.9 a 8.15 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSz, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 8.9: Produto ωSz na junção alma-mesa em relação a b
Figura 8.10: Produto ωSz na junção mesa-enrijececdor em relação a b
Figura 8.11: Produto ωSz na alma em relação a b
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Figura 8.12: Produto ωSz na mesa em relação a b
Figura 8.13: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na junção mesa-
enrijecedor em relação a h/b
Figura 8.14: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na alma em relação a
h/b
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Figura 8.15: Relação entre o produto ωSz na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Nas figuras 8.9 a 8.15 estão apresentados os valores da função na junção alma-mesa
(f1), na junção mesa-enrijecedor (f2), na alma (f3) e na mesa (f4) em relação a b, h e h/b.
Com as figuras 8.13 a 8.15 nota-se que embora os valores analisados variem de acordo
com h e b, a relação entre os valores depende apenas de h/b. Na figura 8.13 nota-se que
f1 será maior que f2 para h/b menor ou igual a 0,47. Na figura 8.14 nota-se que f1 será
menor que f3 para as seções estudadas. Na figura 8.13 nota-se que f4 não existirá para
h/b maior que a 0,46, f1 sempre será menor que f4.
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8.3 Produto ωSy
O produtoωSy apresenta a configuração da figura 8.16. Nota-se com a figura 8.16
que o produto ωSy é assimétrico, com efeitos como da figura 4.7 "c"e "d".
Figura 8.16: Produto ωSy
As figuras 8.17 a 8.25 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSy, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 8.17: Produto ωSy na junção alma-mesa em relação a b
Figura 8.18: Produto ωSy na junção mesa-enrijecedor em relação a b
Figura 8.19: Produto ωSy na alma em relação a b
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Figura 8.20: Produto ωSy na mesa em relação a b
Figura 8.21: Produto ωSy na mesa em relação a b
Figura 8.22: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e junção na mesa-
enrijecedor em relação a h/b
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Figura 8.23: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na alma em relação a
h/b
Figura 8.24: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Figura 8.25: Relação entre o produto ωSy na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/b
Nas figuras 8.17 a 8.25 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1), na junção mesa-enrijecedor (f2), na alma (f3), e na mesa (f4 e f5) em relação
a b, h e h/b. Com as figuras 8.22 a 8.25 nota-se que embora os valores analisados variem
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de acordo com h e b, a relação entre os valores depende apenas de h/b. Na figura 8.22
nota-se que f1 será menor que f2 para h/b maior ou igual a 1,05. Na figura 8.23 nota-se
que f1 será menor que f3 para h/b igual a 1,43 e para h/b menor ou igual 1,18. Na figura
8.24 nota-se que f1 será menor que f4 para h/b entre 1,33 e 2,2, intervalo onde f4 existe.
Na figura 8.25 nota-se que f1 será maior que f5 para h/b menor que 0,9, intervalo onde f5
existe.
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8.4 Produto ωSω
O produto ωSω apresenta a configuração da figura 8.26. Nota-se com a figura 8.26
que o produto ωSω é antissimétrico, favorecendo a torçã como na figura 4.7 "a"e "b".
Figura 8.26: Produto ωSω
As figuras 8.27 a 8.31 foram produzidas ao determinar os módulos dos valores
máximos do produto ωSω, com valores de h vindos do anexo A da NBR 6355:2003, e com
os valores de b variando de 1/20 a 20 vezes o valor de h.
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Figura 8.27: Produto ωSω na junção alma-mesa em relação a b
Figura 8.28: Produto ωSω na junção mesa-enrijecedor em relação a b
Figura 8.29: Produto ωSω mesa em relação a b
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Figura 8.30: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na junção mesa-
enrijecedor em relação a h/b
Figura 8.31: Relação entre o produto ωSω na junção alma-mesa e na mesa em relação a
h/bb
Nas figuras 8.27 a 8.31 estão apresentados os valores da função na junção alma-
mesa (f1) e na mesa (f2), em relação a b, h e h/b. Com as figuras 8.30 e 8.31 nota-se
que embora os valores analisados variem de acordo com h e b, a relação entre os valores
depende apenas de h/b. Na figura 8.30 nota-se que f1 será menor que f2 para h/b nos
intervalos estudados.Na figura 8.30 nota-se que f1 será menor que f3 para h/b menor ou
igual a 0,67, intervalo onde f3 existe.
A análise dos produtos mostrou que a relação h/b determina onde se encontrará o
máximo de cada um deles, e que os o aumento de h ou b leva a um aumento no valor dos
produtos, as formas dos produtos analisados são de equações de segundo e terceiro grau.
Os produtos ωSz eωSy são assimétricos, mas suas mesas possuem simetria em relação a
y, favorecendo a flexão, e o produto ωSω é antissimétrico, favorecendo a torção.
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9. Análise numérica
Para estudar os efeitos dos momentos fletores transversais é preciso determinar
quando eles atuam e os valores de tensão por eles originados. Serão estudadas seções
C e Z enrijecidas com alma de 30 cm, espessura de 0,75 cm, módulo de elasticidade de
20000 kN/cm2, comprimento de mesa, enrijecedor e comprimento longitudinal variáveis.
Os momentos fletores transversais, "G", são calculados a partir da equação 4.33, que leva
em conta os efeitos relacionados ao cisalhamento da equação.
9.1 Seções C enrijecidas
Segundo a equação 4.33, os momentos fletores transversais (G) dependem das
derivadas de Qy, Qz e Mft. Determinou-se os valores de G para valores unitários das
derivadas em seções C enrijecidas, com altura de 30 cm, comprimento de mesas variando
de 5 a 30 cm e enrijecedores de 4,5 e 9 cm.
9.1.1 Seções C com enrijecedor de 4,5 cm
Os pontos onde os valores de G foram determinados foram os apresentados na seção
6, as figuras 6.8, 6.16 e 6.26 apresetam respectivamente os pontos onde são determinados
os momentos fletores transversais relacionados a Sz, Sy e Sω. A figura 9.1 apresenta a
distribuição dos momentos fletores transversais encontrados nos enrijecedores das seções
estudadas. A tabela 9.1 apresenta os valores dos momentos encontrados.
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Figura 9.1: Momentos no enrijecedor
Tabela 9.1: Momentos no enrijecedor nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
Gz Gy Gω
h(cm) b(cm) f(cm) f1 Figura f1 Figura f1 f2 Figura
30 30 4,5 1,48 9.1 a 0,74 9.1 a 0,121 0.123 9.1 b
30 15 4,5 2,03 9.1 a 0,60 9.1 a 0,151 0,153 9.1 b
30 10 4,5 2,33 9.1 a 0,51 9.1 a 0,165 0,167 9.1 b
30 7,5 4,5 2,53 9.1 a 0,44 9.1 a 0,173 0,176 9.1 b
30 5 4,5 2,77 9.1 a 0,35 9.1 a 0,182 0,185 9.1 b
A figura 9.2 apresenta a distribuição dos momentos fletores transversais encon-
trados nas mesas das seções estudadas. A tabela 9.2 apresenta os valores dos momentos
encontrados para Gz e Gy e a tabela 9.3 apresenta os valores para Gω.
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Figura 9.2: Momentos na mesa
Tabela 9.2: Momentos Gz eGy na mesa nos pontos f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
Gz Gy
h(cm) b(cm) f(cm) f1 f2 f3 Fig. f1 f2 f3 Fig.
30 30 4,5 3,29 1,48 1,94 9.2 b 6,70 0,74 1,14 9.2 b
30 15 4,5 3,74 2,03 2,12 9.2 b 3,09 0,60 0,67 9.2 b
30 10 4,5 3,88 2,33 2,34 9.2 b 1,94 0,51 0,52 9.2 b
30 7,5 4,5 3,93 2,53 - 9.2 a 1,38 0,44 - 9.2 a
30 5 4,5 3,95 2,77 - 9.2 a 0,86 0,35 - 9.2 a
Tabela 9.3: Momentos Gω na mesa nos pontos f1, f2, f3 e f4 em (kN/cm2)
Gω
h(cm) b(cm) f(cm) f1 f2 f3 f4 Fig.
30 30 4,5 0,117 0,121 0,135 0,12 9.2 c
30 15 4,5 0,150 0,151 0,148 - 9.2 b
30 10 4,5 0,166 0,165 0,163 - 9.2 b
30 7,5 4,5 0,177 0,173 - - 9.2 a
30 5 4,5 0,189 0,182 - - 9.2 a
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As figuras 9.3 a, b e c apresentam a distribuições dos momentos fletores transversais
Gz, Gy e Gω respectivamente, encontrados nas almas das seções estudadas. A tabela 9.4
apresenta os valores dos momentos encontrados.
Figura 9.3: Momentos na alma
Tabela 9.4: Momentos na alma nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
Gz Gy Gω
h(cm) b(cm) f(cm) f1 Fig. f1 Fig. f1 f2 Fig.
30 30 4,5 3,29 9.3 a 6,70 9.3 b 0,117 4,69E-03 9.3 c
30 15 4,5 3,74 9.3 a 3,09 9.3 b 0,150 6,08E-03 9.3 c
30 10 4,5 3,88 9.3 a 1,94 9.3 b 0,166 6,82E-03 9.3 c
30 7,5 4,5 3,93 9.3 a 1,38 9.3 b 0,177 7,30E-03 9.3 c
30 5 4,5 3,95 9.3 a 0,86 9.3 b 0,189 7,89E-03 9.3 c
Nota-se que de modo geral os momentos Gω no meio da alma são muito menores do
que os encontrados na ligação mesa-alma. Nota-se que os momentos fletores transversais
na mesa sempre serão os maiores nas seções estudadas e que os momentos fletores trans-
versais relacionados a Gz e Gy podem ser máximos, e os momentos fletores transversais
relacionados a Gω nunca foram máximos.
9.1.2 Seções C com enrijecedor de 9 cm
A figura 9.4 apresenta a distribuição dos momentos fletores transversais encon-
trados nos enrijecedores das seções estudadas. A tabela 9.5 apresenta os valores dos
momentos encontrados.
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Figura 9.4: Momentos no enrijecedor
Tabela 9.5: Momentos no enrijecedor nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
Gz Gy Gω
h(cm) b(cm) f(cm) f1 f2 Fig. f1 f2 Fig. f1 f2 Fig.
30 30 9 1,90 2,23 9.4 b 1,01 1,04 9.4 b 0,120 0,165 9.4 b
30 15 9 2,08 2,59 9.4 b 0,72 0,78 9.4 b 0,117 0,175 9.4 b
30 10 9 2,07 2,71 9.4 b 0,55 0,62 9.4 b 0,111 0,178 9.4 b
30 7,5 9 2,03 2,77 9.4 b 0,44 0,51 9.4 b 0,106 0,179 9.4 b
30 5 9 1,92 2,79 9.4 b 0,31 0,38 9.4 b 0,098 0,180 9.4 b
A figura 9.5 apresenta a distribuição dos momentos fletores transversais encon-
trados nas mesas das seções estudadas. A tabela 9.6 apresenta os valores dos momentos
encontrados para Gz e Gy e a tabela 9.7 apresenta os valores para Gω.
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Figura 9.5: Momentos na mesa
Tabela 9.6: Momentos Gz e Gy na mesa nos pontos f1, f2, f3 e f4 em (kN/cm2)
Gz Gy
h(cm) b(cm) f(cm) f1 f2 f3 f4 Fig. f1 f2 f3 Fig.
30 30 9 3,47 1,90 1,94 3,48 9.5 d 7,93 1,01 1,13 9.5 b
30 15 9 4,23 2,08 - - 9.5 a 4,04 0,72 - 9.5 a
30 10 9 4,62 2,07 - - 9.5 a 2,72 0,55 - 9.5 a
30 7,5 9 4,86 2,03 - - 9.5 a 2,05 0,44 - 9.5 a
30 5 9 5,15 1,92 - - 9.5 a 1,37 0,31 - 9.5 a
Tabela 9.7: Momentos Gω na mesa nos pontos f1, f2, f3 e f4 em (kN/cm2)
Gω
h(cm) b(cm) f(cm) f1 f2 f3 f4 Fig.
30 30 9 0,116 0,120 0,119 0,114 9.5 c
30 15 9 0,148 0,117 - - 9.5 a
30 10 9 0,168 0,111 - - 9.5 a
30 7,5 9 0,184 0,106 - - 9.5 a
30 5 9 0,205 0,098 - - 9.5 a
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As figuras 9.6 a e b apresentam a distribuições dos momentos fletores transversais
Gz e Gy e Gω respectivamente, encontrados nas almas das seções estudadas. A tabela 9.8
apresenta os valores dos momentos encontrados.
Figura 9.6: Momentos na alma
Tabela 9.8: Momentos na alma no ponto f1 em (kN/cm2)
Gz Gy Gω
h(cm) b(cm) f(cm) f1 Fig. f1 Fig. f1 Fig.
30 30 9 3,47 9.6 a 7,93 9.6 b 0,116 9.6 b
30 15 9 4,23 9.6 a 4,04 9.6 b 0,148 9.6 b
30 10 9 4,62 9.6 a 2,72 9.6 b 0,168 9.6 b
30 7,5 9 4,86 9.6 a 2,05 9.6 b 0,184 9.6 b
30 5 9 5,15 9.6 a 1,37 9.6 b 0,205 9.6 b
Nota-se que os momentos Gω no meio da alma não foram encontrados para essas
seções. Nota-se que os momentos fletores transversais na mesa sempre serão os maiores
nas seções estudadas e que os momentos fletores transversais relacionados a Gz e Gy
podem ser máximos, e os momentos fletores transversais relacionados a Gω nunca foram
máximos.
Observando as tabelas 9.2, 9.3, notou-se que para seções com enrijecedor de 4,5 cm
valores máximos f3 na mesa aparecerão para h/b menor ou igual a 3 e valores máximos f3
na mesa aparecerão para h/b menor que 2, Observando as tabelas 9.6 e 9.7 nota-se que
valores máximos f3 e f3 na mesa aparecerão para h/b menor que 2,
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9.1.3 Determinação das cargas críticas
(Pz − P )(Py − P )i2d(Pω − P )− z2dP 2(Py − P )− y2dP 2(Pz − P ) = 0 (9.1)
 (Pz − P ) 0 P.zD0 (Py − P ) 0
P.zD 0 i
2
d(Pω − P )

 AB
C
 = 0 (9.2)
As cargas críticas de flambagem estão associadas a equação 9.1 com yD nulo para
a seção C enrijecida. A matriz 9.2 representa a equação 9.1, por yD ser nulo e zD não
ser nulo, Py será independente e Pω e Pz serão associadas. Quando a carga crítica é
atingida o modo de flambagem será conhecido. Quando a carga crítica for Py somente
ocorrerão deslocamentos na direção do eixo z, quando a carga crítica de flexo-torção Pωz
for atingida o modo de flambagem terá deslocamento em y e de rotação. As tabelas 9.9
a 9.14 apresentam as cargas críticas para um comprimento de 4, 8 e 12 h.
Tabela 9.9: Cargas críticas de flambagem
h(cm) b(cm) f(cm) l(cm) Pz (kN) Pω (kN) Pωz(kN) Py (kN) Pcr
30 30 4,5 120 177150 26906 25911 126193 Pωz
30 15 4,5 120 107740 15717 15297 24659 Pωz
30 10 4,5 120 84603 10062 9909 9835 Py
30 7,5 4,5 120 73035 6896 6837 5199 Py
30 5 4,5 120 61466 3825 3813 2161 Py
Tabela 9.10: Cargas críticas de flambagem
h(cm) b(cm) f(cm) l(cm) Pz (kN) Pω (kN) Pωz(kN) Py (kN) Pcr
30 30 4,5 240 44287 6805 6550 31548 Pωz
30 15 4,5 240 26935 4088 3974 6165 Pωz
30 10 4,5 240 21151 2728 2683 2459 Py
30 7,5 4,5 240 18259 1969 1950 1300 Py
30 5 4,5 240 15367 1235 1230 540 Py
Tabela 9.11: Cargas críticas de flambagem
h(cm) b(cm) f(cm) l(cm) Pz (kN) Pω (kN) Pωz(kN) Py (kN) Pcr
30 30 4,5 360 19683 3082 2964 14021 Pωz
30 15 4,5 360 11971 1935 1877 2740 Pωz
30 10 4,5 360 9400 1370 1344 1093 Py
30 7,5 4,5 360 8115 1057 1044 578 Py
30 5 4,5 360 6830 756 752 240 Py
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Tabela 9.12: Cargas críticas de flambagem
h(cm) b(cm) f(cm) l(cm) Pz (kN) Pω (kN) Pωz(kN) Py (kN) Pcr
30 30 9 120 183604 47747 44340 154236 Pωz
30 15 9 120 114193 30376 28448 32497 Pωz
30 10 9 120 91057 20804 19895 13529 Py
30 7,5 9 120 79488 14951 14530 7355 Py
30 5 9 120 67920 8671 8567 3162 Py
Tabela 9.13: Cargas críticas de flambagem
h(cm) b(cm) f(cm) l(cm) Pz (kN) Pω (kN) Pωz(kN) Py (kN) Pcr
30 30 9 240 45901 12007 11145 38559 Pωz
30 15 9 240 28548 7741 7239 8124 Pωz
30 10 9 240 22764 5410 5163 3382 Py
30 7,5 9 240 19872 3993 3872 1839 Py
30 5 9 240 16980 2482 2447 791 Py
Tabela 9.14: Cargas críticas de flambagem
h(cm) b(cm) f(cm) l(cm) Pz (kN) Pω (kN) Pωz(kN) Py (kN) Pcr
30 30 9 360 20400 5389 4997 17137 Pωz
30 15 9 360 12688 3550 3311 3611 Pωz
30 10 9 360 10117 2559 2434 1503 Py
30 7,5 9 360 8832 1964 1897 817 Py
30 5 9 360 7547 1336 1312 351 Py
Nota-se que todas as vigas com h/b maior que 2, independente do comprimento,
apresentaram Py como carga crítica, apresentando momentos fletores transversais relacio-
nada ao produto ωSy, enquanto para seções com h/b menor ou igual a 2 apresentaram Pωz
como carga crítica, apresentando momentos fletores transversais relacionada aos produtos
ωSω e ωSz.
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9.2 Seção C enrijecida com h/b = 1
Será estudada uma viga de seção transversal C enrijecida, figura 6.1 com caracterís-
ticas geométricas apresentadas na tabela 9.15 e cargas críticas de flambagem apresentadas
na tabela 9.16.
Tabela 9.15: Características geométricas da seção C
h (cm) b (cm) f (cm) l (cm) Iz(cm
4) Iy(cm
4) Cω(cm
4)
30 30 4,5 120 12923 9206 2007325
It(cm
4) A(cm2) Kz(cm
4) Ky(cm
4) zD(cm) yD(cm)
13,92 74,25 -26,99 0 -6,59 0
Tabela 9.16: Cargas críticas de flambagem da seção C
Pz (kN) Py (kN) Pω (kN) Pωz (kN)
177150 126193 26906 25911
Onde:
Py e Pz são as cargas críticas de flambagem em relação as direções principais de
inércia.
Pω é a carga crítica de Wagner.
Pωz é a carga crítica de flambagem em relação à flexo-torção.
Onde Pωz será a carga crítica da seção. Segundo Palermo Jr (1985) as equações
diferenciais 9.3 a 9.5 representam o equilibrio de um elemento de viga.
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v
′
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′
D
)]′
+ (MyφD)
′′
= 0 (9.3)
EIyw
IV
D −
[
N
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w
′
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′
D
)]′
+ (MzφD)
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(9.5)
A presença de carregamentos excêntricos leva a presença de deslocamentos na viga
independentes do efeito da não lineridade geométrica, resultando em tensões adicionais
em relação a compressão centrada.
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Esta seção apresentará as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais
obtidas ao substituir os valores de G obtidos com a equação 4.39 na equação 4.35, nos
pontos apresentados na seção 6. A equação 4.39 depende de wIVE , v
IV
E e φ
IV , as equações
4.40 a 4.42 relacionam os esforços My,Mz e B as derivadas quartas dos deslocamentos,
sendo necessário determinar as segundas derivadas dos momentos fletores e bimomento
para determinar os momentos fletores transversais. Com o programa desenvolvido por
Palermo serão determinados os momentos fletores (MyeMz) e bimomento (B),levando-se
em conta o efeito da não lineridade geométrica. Será utilizado um método numérico, onde
a segunda derivada de uma função F é dada pela equação 9.6, a figura 9.7 apresenta os
pontos onde são tomados os valores da função F.
F
′′
(x) =
1
l2
(
−F (x− 2l)
12
+
4F (x− l)
3
− 5F (x)
2
+
4F (x+ l)
3
− F (x+ 2l)
12
)
+O(h4)
(9.6)
Figura 9.7: Carga N
Onde F é a função cuja segunda derivada deseja-se encontrar, x a posição onde
se deseja encontrar a segunda derivada, l a distância entre os pontos onde se obtem os
valores de F e O a função erro. A equação foi determinada a partir da expansão em séries
de Taylor do valor de F, nos pontos mostrados nas equações 9.7 a 9.10.
F (x+ l) = F (x) + F
′
(x)l + F
′′
(x)
l2
2
+ F
′′′
(x)
l3
6
+ F IV (x)
l4
24
+ F V (x)
l5
120
+O(l6) (9.7)
F (x− l) = F (x)− F ′(x)l + F ′′(x) l
2
2
− F ′′′(x) l
3
6
+ F IV (x)
l4
24
− F V (x) l
5
120
+O(l6) (9.8)
F (x+2) = F (x)+2F
′
(x)l+2F
′′
(x)l2 +F
′′′
(x)
4l3
3
+F IV (x)
2l4
3
+F V (x)
4l5
15
+O(l6) (9.9)
147
F (x−2) = F (x)−2F ′(x)l+2F ′′(x)l2−F ′′′(x)4l
3
3
+F IV (x)
2l4
3
−F V (x)4l
5
15
+O(l6) (9.10)
Somando as equações 9.10 e 9.9 e somando as equações 9.8 e 9.7 obtem-se 9.11 e
9.12, simplificadas em 9.13 e 9.14.
F (x+ l) + F (x− l) = 2F (x) + F ′′(x)l2 + F IV (x) l
4
12
+O(l6) (9.11)
F (x+ 2l) + F (x− 2l) = 2F (x) + 4F ′′(x)l2 + F IV (x)4l
4
3
+ F IV (x)
l4
12
+O(h6) (9.12)
F
′′
(x) = −2F (x)
l2
+
F (x+ l) + F (x− l)
l2
+ F IV (x)
l2
12
+O(l4) (9.13)
F
′′
(x) = −F (x)
2l2
+
F (x+ 2) + F (x− 2)
4l2
+ F IV (x)
l2
3
+O(l4) (9.14)
Tomando a equação 9.13 e subtraíndo a equação 9.14 multiplicada por 0,25 em
chega-se na equação 9.6. A equação 9.6 será utilizada na determinação das derivadas
segundas dos momentos, com um milímetro de distância da entre os pontos onde são
obtidos os valores.
9.2.1 Seção C enrijecida com h/b = 1 com excentricidade em Z
Seja a viga com excentricidade e0 na direção z, figura 9.8, contraventada em relação
a y e a rotação, tornando Py a carga crítica. A seção possui comprimento de 120 cm (4
vezes a altura) e e0 de 0,12 cm (
1
1000
do comprimento). O equilíbrio da equação é dado
pela equação 9.15. Os momentos fletores transversais relacionados ao produto ωSy tem
forma apresentada na figura 6.16.
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Figura 9.8: Carga N
EIyw
IV
D −Nw
′′
D = 0 (9.15)
Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foram
aplicadas duas cargas, uma tendo valor equivalente à metade da carga crítica de flambagem
em relação a y e outra de cerca de
1
10
da carga crítica de flambagem em relação a y. A
figura 9.9 apresenta a forma dos momentos fletores transversais no enrijecedor e a tabela
9.17 seus valores.
Figura 9.9: Momentos no enrijecedor
Tabela 9.17: Tensões no enrijecedor no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
0,5Py 63093 202,8
0,1 Py 12955 5,2
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A figura 9.10 apresenta a forma dos momentos fletores transversais devidos ao
produto ωSy na mesa e a tabela 9.18 seus valores.
Figura 9.10: Momentos na mesa
Tabela 9.18: Tensões na mesa nos pontos f1, f2, f3 e f4 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2 f3 f4
0,5Py 63093 202,8 91,4 202,8 119,6
0,1Py 12955 5,2 2,4 5,2 3,1
A figura 9.11 apresenta a forma dos momentos fletores transversais na alma e a
tabela 9.19 seus valores.
Figura 9.11: Momentos na alma
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Tabela 9.19: Tensões na alma no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
0,5Py 63093 91,4
0,1Py 12955 2,4
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9.2.2 Seção C enrijecida com h/b = 1 com excentricidade em Y
Seja uma viga com excentricidade e0 na direção y, figura 9.12, contraventada em
relação a z. A seção é a mesma estudada em 9.2.1. O equilíbrio da equação é dado pelas
equações 9.16 e 9.17. Os momentos fletores transversais relacionados ao produto ωSz tem
forma apresentada na figura 6.8 e os relacionados ao produto ωSω tem forma apresentada
na figura 6.26.
Figura 9.12: Carga N
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Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foi
aplicada carga equivalente a metade da carga crítica de flexo-torção. As figuras 9.13 e
9.14 apresentam a forma dos momentos fletores transversais no enrijecedor relacionados
aos produtos ωSz e ωSω e as tabelas 9.20 e 9.21 seus valores.
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Figura 9.13: Momentos Sz no enrijecedor
Figura 9.14: Momentos Sω no enrijecedor
Tabela 9.20: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sz no ponto f1
P (kN) f1 (kN/cm2)
12955 1,3
Tabela 9.21: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2
P (kN) f1 (kN/cm2) f2 (kN/cm2)
12955 6,5 6,8
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As figuras 9.15 e 9.16 apresentam as formas dos momentos fletores transversais na
mesa relacionados a Sz e Sω e as tabelas 9.22 e 9.23 seus valores.
Figura 9.15: Momentos Sz na mesa
Figura 9.16: Momentos Sω na mesa
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Tabela 9.22: Tensões na mesa relacionadas a Sz nos pontos f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3
12955 1,3 11,3 1,9
Tabela 9.23: Tensões na mesa relacionadas a Sω, nos pontos f1, f2, f3 e f4 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3 f4
12955 6,5 6,7 7,5 6,6
As figuras 9.17 e 9.18 apresentam as formas dos momentos fletores transversais na
mesa e as tabelas 9.24 e 9.24 seus valores.
Figura 9.17: Momentos Sz na alma
Figura 9.18: Momentos Sω na alma
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Tabela 9.24: Tensões na alma relacionadas a Sz no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
12955 11,3
Tabela 9.25: Tensões na alma relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2
12955 6,5 0,3
Nota-se que o valor de f2 relacionado a Sω foi consideravelmente menor que f1.
Nota-se que os valores das tensões encontradas são menores que os encontrados para o
caso onde Py é a carga crítica.
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9.2.3 Seção C enrijecida com h/b = 1 com excentricidade em Z
e Y
Seja a viga com excentricidade e0 nas direções z e y, figura 9.19, sem contraventa-
mentos. A seção estudada será a mesma de 9.2.2 e9.2.1 . O equilíbrio da equação é dado
pelas equações 9.3 a 9.5.
Figura 9.19: Carga N
Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foi
aplicada carga equivalente a metade da carga crítica de flexo-torção, as formas dos mo-
mentos fletores transversais são as mesmas apresentadas nas seções anteriores. As tabelas
9.26 a 9.28 apresentam os valores dos momentos fletores transversais relacionados a Sy,
Sz e Sω.
Tabela 9.26: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sy no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
12955 1,0
Tabela 9.27: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sz no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
12955 0,7
Tabela 9.28: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2
12955 3,3 3,5
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As tabelas 9.29 a 9.31 apresentam os valores dos momentos fletores transversais
relacionados a Sy, Sz e Sω.
Tabela 9.29: Tensões na mesa relacionadas a Sy nos pontos f1, f2, f3 e f4 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3 f4
12955 1,0 2,2 1,3 2,2
Tabela 9.30: Tensões na mesa relacionadas a Sz f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3
12955 0,7 6,0 1,0
Tabela 9.31: Tensões na mesa relacionadas a Sω nos pontos f1, f2, f3 e f4 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3 f4
12955 3,4 3,3 3,8 3,3
As tabelas 9.32 a 9.34 apresentam os valores dos momentos fletores transversais
relacionados a Sy, Sz e Sω.
Tabela 9.32: Tensões na alma relacionadas a Sy no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
12955 2,2
Tabela 9.33: Tensões na alma relacionadas a Sz no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
12955 6,0
Tabela 9.34: Tensões na alma relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2
12955 3,4 0,1
Nota-se que o valor de f2 relacionado a Sω foi consideravelmente menor que f1.
Nota-se que os valores das tensões encontradas são menores que os encontrados para os
demais casos estudados.
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9.2.4 Análise dos Resultados da Seção C enrijecida com h/b = 1
Para determinar os efeitos dos momentos fletores transversais é preciso comparar as
tensões a eles relacionados e as relacionadas aos flexo-compressão. As tensões relacionadas
à flexo-compressão são dadas pela equação 9.18. As tabelas 9.35 a 9.37 apresentam as
tensões máximas na mesa devido a flexo-compressão e aos momentos fletores transversais
σ =
Mzy
Iz
+
Myz
Iy
+
Bφ
Cω
+
N
A
(9.18)
Tabela 9.35: Comparação das tensões kN/cm2 relacionadas a Sy
excentricidade σ f1 f2 f3 f4
z 877,6 202,8 91,4 202,8 119,6
y e z 177,2 1,0 2,2 1,3 2,2
Tabela 9.36: Comparação das tensões kN/cm2 relacionadas a Sz
excentricidade σ f1 f2 f3
y 177,5 1,3 11,3 1,9
y e z 177,2 0,7 6,0 1,0
Tabela 9.37: Comparação das tensões kN/cm2 relacionadas a Sω
excentricidade σ f1 f2 f3 f4
y 177,5 6,8 6,5 7,5 6,6
y e z 177,2 3,4 3,3 3,8 3,3
As tensões causadas pelos momentos fletores transversais associados aGy chegaram
a 23% da tensão da flexo-compressão para carga excêntrica (0, 5Py) em relação ao eixo z,
nota-se que as tensões crescem rapidamente quando a carga se aproxima da carga crítica
de flambagem ao comparar as tensões relacionadas a Gy quando a carga aplicada passa de
0,1 a 0,5 Py. As tensões obtidas para Gz chegaram a 6,4% da tensão da flexo-compressão
para carga excêntrica (0, 5Pωz) em relação ao eixo y. As tensões relacionadas para Gω
chegaram a 4,2% da tensão da flexo-compressão para carga excêntrica (0, 5Pωz) em relação
ao eixo y. Embora as tensões em relação a Gy tenham sido relativamente maiores, a viga
possui como carga crítica Pωz, portanto sem a presença de contraventamentos que tornem
Py a carga crítica a seção tenderá a apresentar momentos fletores transversais relacionados
a Gz e Gω.
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9.3 Seção C enrijecida com h/b = 3
Será estudada uma viga de seção transversal C enrijecida, figura 6.1 com caracterís-
ticas geométricas apresentadas na tabela 9.38 e cargas críticas de flambagem apresentadas
na tabela 9.39.
Tabela 9.38: Características geométricas da seção C
h (cm) b (cm) f (cm) l (cm) Iz(cm
4) Iy(cm
4) Cω(cm
4)
30 10 4,5 120 6172 717 160714
It(cm
4) A(cm2) Kz(cm
4) Ky(cm
4) zD(cm) yD(cm)
8,3 44,25 -36,29 0 -5,12 0
Tabela 9.39: Cargas críticas de flambagem da seção C
Pz (kN) Py (kN) Pω (kN) Pωz (kN)
84603 9835 10062 9909
Onde:
Py e Pz são as cargas críticas de flambagem em relação as direções principais de
inércia.
Pω é a carga crítica de Wagner.
Pωz é a carga crítica de flambagem em relação à flexo-torção.
Onde Py será a carga crítica da seção. Segundo Palermo as equações diferenciais
9.19 a 9.21 representam o equilibrio de um elemento de viga.
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A presença de carregamentos excêntricos leva a presença de deslocamentos na viga
independentes do efeito da não lineridade geométrica, resultando em tensões adicionais
em relação a compressão centrada.
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9.3.1 Seção C enrijecida com h/b = 3 com excentricidade em Z
Seja a viga com excentricidade e0 na direção z, figura 9.20, contraventada em
relação a y e a rotação. A seção possui comprimento de 120 cm (4 vezes a altura) e e0
de 0,12 cm (
1
1000
do comprimento). O equilíbrio da equação é dado pela equação 9.22.
Os momentos fletores transversais relacionados ao produto ωSy tem forma apresentada
na figura 6.16.
Figura 9.20: Carga N
EIyw
IV
D −Nw
′′
D = 0 (9.22)
Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foram
aplicadas duas cargas, uma tendo valor equivalente à metade da carga crítica de flambagem
em relação a y. A figura 9.21 apresenta a forma dos momentos fletores transversais no
enrijecedor e a tabela 9.17 seus valores.
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Figura 9.21: Momentos no enrijecedor
Tabela 9.40: Tensões no enrijecedor no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
0,5Py 4917,5 18,0
A figura 9.22 apresenta a forma dos momentos fletores transversais devidos ao
produto ωSy na mesa e a tabela 9.41 seus valores.
Figura 9.22: Momentos na mesa
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Tabela 9.41: Tensões na mesa nos pontos f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2 f3
0,5Py 4917,5 18,0 10,8 10,8
A figura 9.23 apresenta a forma dos momentos fletores transversais na alma e a
tabela 9.42 seus valores.
Figura 9.23: Momentos na alma
Tabela 9.42: Tensões na alma no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
0,5Py 4917,5 10,8
Nota-se dos resultados obtidos que apesar da carga de flexo-torçao ser cerca de
1
5
da de flambagem, as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais são cerca
de 40 vezes menores, demonstrando que conforme as cargas se aproximam das críticas os
deslocamento crescem rapidamente, assim como os momentos fletores transversais.
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9.3.2 Seção C enrijecida com h/b = 3 com excentricidade em Y
Seja uma viga com excentricidade e0 na direção y, figura 9.24, contraventada
em relação a z, tornando Pωz a carga crítica. A seção é a mesma estudada em 9.3.1. O
equilíbrio da equação é dado pelas equações 9.23 e 9.24. Os momentos fletores transversais
relacionados ao produto ωSz tem forma apresentada na figura 6.8 e os relacionados ao
produto ωSω tem forma apresentada na figura 6.26.
Figura 9.24: Carga N
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Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foi
aplicada carga equivalente a metade da carga crítica de flexo-torção. As figuras 9.25 e
9.26 apresentam a forma dos momentos fletores transversais no enrijecedor relacionados
aos produtos ωSz e ωSω e as tabelas 9.43 e 9.44 seus valores.
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Figura 9.25: Momentos Sz no enrijecedor
Figura 9.26: Momentos Sω no enrijecedor
Tabela 9.43: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sz no ponto f1
P (kN) f1 (kN/cm2)
4917,5 0,20
Tabela 9.44: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2
P (kN) f1 (kN/cm2) f2 (kN/cm2)
4917,5 0,80 0,81
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As figuras 9.27 e 9.28 apresentam as formas dos momentos fletores transversais na
mesa relacionados a Sz e Sω e as tabelas 9.45 e 9.46 seus valores.
Figura 9.27: Momentos Sz na mesa
Figura 9.28: Momentos Sω na mesa
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Tabela 9.45: Tensões na mesa relacionadas a Sz nos pontos f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3
4917,5 0,20 0,75 0,20
Tabela 9.46: Tensões na mesa relacionadas a Sω, nos pontos f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3
4917,5 0,81 0,80 0,80
As figuras 9.29 e 9.30 apresentam as formas dos momentos fletores transversais na
mesa e as tabelas 9.47 e 9.47 seus valores.
Figura 9.29: Momentos Sz na alma
Figura 9.30: Momentos Sω na alma
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Tabela 9.47: Tensões na alma relacionadas a Sz no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
4917,5 0,75
Tabela 9.48: Tensões na alma relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2
4917,5 0,81 0,3
Nota-se que o valor de f2 relacionado a Sω foi consideravelmente menor que f1,
Nota-se que os valores das tensões encontradas são menores que os encontrados para o
caso onde Py é a carga crítica.
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9.3.3 Seção C enrijecida com h/b = 3 com excentricidade em Z
e Y
Seja a viga com excentricidade e0 nas direções z e y, figura 9.31, sem contraventa-
mentos. A seção estudada será a mesma de 9.3.2 e9.3.1 . O equilíbrio da equação é dado
pelas equações 9.3 a 9.5.
Figura 9.31: Carga N
Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foi
aplicada carga equivalente a metade da carga crítica de flexo-torção, as formas dos mo-
mentos fletores transversais são as mesmas apresentadas nas seções anteriores. As tabelas
9.49 a 9.51 apresentam os valores dos momentos fletores transversais relacionados a Sy,
Sz e Sω.
Tabela 9.49: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sy no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
4917,5 9,39
Tabela 9.50: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sz no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
4917,5 0,10
Tabela 9.51: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2
4917,5 0,45 0,46
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As tabelas 9.52 a 9.54 apresentam os valores dos momentos fletores transversais
relacionados a Sy, Sz e Sω.
Tabela 9.52: Tensões na mesa relacionadas a Sy nos pontos f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3
4917,5 5,65 9,39 5,65
Tabela 9.53: Tensões na mesa relacionadas a Sz f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3
4917,5 0,10 0,37 0,10
Tabela 9.54: Tensões na mesa relacionadas a Sω nos pontos f1, f2 e f3 em (kN/cm2)
P(kN) f1 f2 f3
4917,5 0,45 0,46 0,45
As tabelas 9.55 a 9.57 apresentam os valores dos momentos fletores transversais
relacionados a Sy, Sz e Sω.
Tabela 9.55: Tensões na alma relacionadas a Sy no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
4917,5 9,39
Tabela 9.56: Tensões na alma relacionadas a Sz no ponto f1 em (kN/cm2)
P (kN) f1
4917,5 0,37
Tabela 9.57: Tensões na alma relacionadas a Sω nos pontos f1 e f2 em (kN/cm2)
P (kN) f1 f2
4917,5 0,45 0,02
Nota-se que o valor de f2 relacionado a Sω foi consideravelmente menor que f1.
Nota-se que os valores das tensões encontradas são menores que os encontrados para os
demais casos estudados.
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9.3.4 Análise dos Resultados da Seção C enrijecida com h/b = 3
Para determinar os efeitos dos momentos fletores transversais é preciso comparar as
tensões a eles relacionados e as relacionadas aos flexo-compressão. As tensões relacionadas
à flexo-compressão são dadas pela equação 9.25. As tabelas 9.58 a 9.60 apresentam as
tensões máximas na mesa devido a flexo-compressão e aos momentos fletores transversais
σ =
Mzy
Iz
+
Myz
Iy
+
Bφ
Cω
(9.25)
Tabela 9.58: Comparação das tensões kN/cm2 relacionadas a Sy
excentricidade σ f1 f2 f3
z 138,9 18,0 10,8 10,8
y e z 119,2 5,65 9,39 5,65
Tabela 9.59: Comparação das tensões kN/cm2 relacionadas a Sz
excentricidade σ f1 f2 f3
y 124,7 0,20 0,75 0,20
y e z 119,2 0,10 0,37 0,10
Tabela 9.60: Comparação das tensões kN/cm2 relacionadas a Sω
excentricidade σ f1 f2 f3
y 124,7 0,80 0,81 0,80
y e z 119,2 0,45 0,46 0,45
As tensões causadas pelos momentos fletores transversais associados aGy chegaram
a 13% da tensão da flexo-compressão para carga excêntrica (0, 5Py) em relação ao eixo z,
as tensões obtidas para Gz chegaram a 1,6% da tensão da flexo-compressão para carga
excêntrica (0, 5Pωz) em relação ao eixo y, as tensões relacionadas para Gω chegaram
a 0,6% da tensão da flexo-compressão para carga excêntrica (0, 5Pωz) em relação ao
eixo y. Embora as cargas críticas Py e Pωz sejam similares, as tensões em relação a Gy
foram significativamente maiores, portanto a seção tenderá a apresentar momentos fletores
transversais associados à Gy.
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9.4 Seção Z enrijecida com h/b = 1
Será estudada uma viga de seção transversal Z enrijecida, figura 8.1 com caracterís-
ticas geométricas apresentadas na tabela 9.61 e cargas críticas de flambagem apresentadas
na tabela 9.62.
Tabela 9.61: Características geométricas da seção Z
h (cm) b (cm) f (cm) l (cm) Iz(cm
4) Iy(cm
4) Cω(cm
4)
30 30 4,5 120 29384,9 3114,8 2357756,
It(cm
4) A(cm2) Kz(cm
4) Ky(cm
4) zD(cm) yD(cm)
13,9 74,3 -1036989, -79297,2 0 0
Tabela 9.62: Cargas críticas de flambagem da seção Z
l(cm) Pz (KN) Py (KN) Pω (KN)
120 402802,2 42696,3 74083,3
240 100700.5 10674,1 18704,3
Onde:
Py e Pz são as cargas críticas de flambagem em relação as direções principais de
inércia.
Pω é a carga crítica de Wagner.
Segundo Palermo as equações diferenciais 9.26 a 9.28 representam o equilibrio de
um elemento de viga.
EIzv
IV
D −
[
N
(
v
′
D
)]′
+ (MyφD)
′′
= 0 (9.26)
EIyw
IV
D −
[
N
(
w
′
D
)]′
+ (MzφD)
′′
= 0 (9.27)
EIωφ
IV
D +GItφ
′′
D −
{[
Nid2 − 2My (Kz)
]
φ
′
D+
}′
+Mzw
′′
D +Myv
′′
D = 0
(9.28)
Na seção Z, diferente da C as equações de equilíbrio são independentes, portanto
uma carga em y não causará rotações. A presença de carregamentos excêntricos leva a
presença de deslocamentos na viga independentes dos efeitos da não lineridade geométrica,
resultando em tensões adicionais em relação a compressão centrada.
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Com o programa desenvolvido por Palermo serão determinados os momentos fle-
tores e bimomento,levando-se em conta os efeitos da não lineridade geométrica. Para
determinar a quarta derivada será utilizado o mesmo método numérico aplicado na seção
9.2.
9.4.1 Seção Z enrijecida com h/b = 1 com excentricidade em Z
Seja a viga com excentricidade e0 na direção z, figura 9.32. A seção possui compri-
mento de 120 e 240 cm (4 e 8 vezes a altura) e e0 de 0,12 e 0,24 cm (
1
1000
do comprimento).
O equilíbrio da equação é dado pela equação 9.29. Os momentos fletores transversais re-
lacionados ao produto ωSy tem forma apresentada na figura 8.16.
Figura 9.32: Carga N
EIyw
IV
D −Nw
′′
D = 0 (9.29)
Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foram
aplicadas duas cargas, uma tendo valor equivalente à metade da carga crítica de flambagem
em relação a y. A figura 9.33 apresenta a forma dos momentos fletores transversais no
enrijecedor e a tabela 9.63 seus valores.
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Figura 9.33: Momentos no enrijecedor
Tabela 9.63: Tensões no enrijecedor
l (cm) P (KN) f1 (KN/cm2)
120 21348,1 411,7
240 5337,0 51,9
A figura 9.34 apresenta a forma dos momentos fletores transversais devidos ao
produto ωSy na mesa e a tabela 9.64 seus valores.
Figura 9.34: Momentos na mesa
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Tabela 9.64: Tensões na mesa
l (cm) P (KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 21348,1 590.2 411,7
240 5337,0 74,5 51,9
A figura 9.35 apresenta a forma dos momentos fletores transversais na alma e a
tabela 9.65 seus valores.
Figura 9.35: Momentos na alma
Tabela 9.65: Tensões na alma
l (cm) P (KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 21348,1 590.2 626,3
240 5337,0 74,4 79,0
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9.4.2 Seção Z enrijecida com h/b = 1 com excentricidade em Y
Seja uma viga com excentricidade e0 na direção y, figura 9.36, contraventada em
relação a z e φ, tornando Pz a carga crítica. A seção é a mesma estudada em 9.4.1.
O equilíbrio da equação é dado pela equação 9.30. Os momentos fletores transversais
relacionados ao produto ωSz tem forma apresentada na figura 8.26.
Figura 9.36: Carga N
EIzv
IV
D −
[
N
(
v
′
D
)]′
+ (MyφD)
′′
= 0 (9.30)
Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foi
aplicada carga equivalente a metade da carga crítica de flambagem em relação a z. A figura
9.37 apresenta a forma dos momentos fletores transversais no enrijecedor relacionada ao
produto ωSz e a tabela 9.66 seus valores.
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Figura 9.37: Momentos Sz no enrijecedor
Tabela 9.66: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sz
l (cm) P (KN) f1 (KN/cm2)
120 201401,1 125,1
240 50350.3 16,0
As figuras 9.38 apresenta a forma dos momentos fletores transversais na mesa
relacionados a Sz e a tabela 9.67.
Figura 9.38: Momentos Sz na mesa
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Tabela 9.67: Tensões na mesa relacionadas a Sz
l(cm) P(KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 201401,1 31,0 125,1
240 50350.3 4,0 16,0
A figura 9.39 apresenta as formas dos momentos fletores transversais na mesa e a
tabela 9.68 seus valores.
Figura 9.39: Momentos Sz na alma
Tabela 9.68: Tensões na almarelacionadas a Sz
l (cm) P (KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 201401,1 31,0 230.1
240 50350.3 4,0 29,6
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9.4.3 Seção Z enrijecida com h/b = 1 com excentricidade em Z e
Y
Seja a viga com excentricidade e0 nas direções z e y, figura 9.40, sem contraventa-
mentos. A seção estudada será a mesma de 9.4.2 e9.4.1 . O equilíbrio da equação é dado
pelas equações 9.26 a 9.28.
Figura 9.40: Carga N
Para determinar as tensões relacionadas aos momentos fletores transversais foi
aplicada carga equivalente a metade da carga crítica de flambagem em relação a y, as
formas dos momentos fletores transversais são as mesmas apresentadas nas seções ante-
riores. As tabelas 9.69 a 9.70 apresentam os valores dos momentos fletores transversais
relacionados a Sy e Sz.
Tabela 9.69: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sz
l (cm) P (KN) f1 (KN/cm2)
120 21348,14 5,8E-01
240 4048,2 1,2E-01
Tabela 9.70: Tensões no enrijecedor relacionadas a Sy
l (cm) P (KN) f1 (KN/cm2)
120 21348,14 411,4
240 4048,2 49,5
As tabelas 9.71 a 9.72 apresentam os valores dos momentos fletores transversais
relacionados a Sy e Sz.
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Tabela 9.71: Tensões na mesa relacionadas a Sz
l(cm) P(KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 21348,14 1,8E-01 5,8E-01
240 5337,0 3,9E-02 1,2E-01
Tabela 9.72: Tensões na mesa relacionadas a Sy
l(cm) P(KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 21348,14 589,7 411,4
240 5337,0 71,0 49,5
As tabelas 9.73 a 9.74 apresentam os valores dos momentos fletores transversais
relacionados a Sy e Sz.
Tabela 9.73: Tensões na alma relacionadas a Sz
l(cm) P(KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 21348,14 1,8E-01 1,2
240 5337,0 3,9E-02 2,5E-01
Tabela 9.74: Tensões na alma relacionadas a Sy
l(cm) P(KN) f1 (KN/cm2) f2 (KN/cm2)
120 21348,14 589,7 625,8
240 5337,0 71,0 75,3
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9.4.4 Análise dos Resultados Seção Z enrijecida com h/b = 1
Para determinar os efeitos dos momentos fletores transversais é preciso comparar as
tensões a eles relacionados e as relacionadas aos flexo-compressão. As tensões relacionadas
à flexo-compressão são dadas pela equação 9.31. As tabelas 9.75 a 9.78 apresentam as
relações entre as tensões máximas na mesa e os momentos fletores transversais.
σ =
Mzy
Iz
+
Myz
Iy
+
N
A
(9.31)
Tabela 9.75: Comparação das tensões KN/cm2 relacionadas a Sy para l = 120 cm
excentricidade σ f1 f2
z 324,9 590,2 411,7
y e z 326,3 589,7 411,4
Tabela 9.76: Comparação das tensões KN/cm2 relacionadas a Sy para l = 240 cm
excentricidade σ f1 f2
z 90,4 74,5 51,9
y e z 91,1 71,0 49,5
Tabela 9.77: Comparação das tensões KN/cm2 relacionadas a Sz para l = 120 cm
excentricidade σ f1 f2
y 2747,8 31,0 125,1
y e z 326,3 1,8E-01 5,8E-01
Tabela 9.78: Comparação das tensões KN/cm2 relacionadas a Sz para l = 240 cm
excentricidade σ f1 f2
y 694,0 4,0 29,6
y e z 91,1 3,9E-02 2,5E-01
A seção apresenta como carga crítica Py, com momentos fletores transversais liga-
dos a Gy. Os resultados obtidos ao impor restrições para que Pz se torne a carga crítica
mostraram que apesar da carga mais elevada, as tensões relacionadas a Gz foram menores
que as relacionadas a Gy.
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10. Conclusões
• A relação entre os momentos fletores transversais entre diferente pontos da seção
transversal é dependente apenas das relações b/h e h/f, portanto a forma da dis-
truição dos momentos fletores transversais ao longo da seção transversal depende
apenas de b/h e h/f.
• As seções C enrijecidas com h/b maior que 2 apresentaram Py como carga crítica,
apresentando momentos fletores transversais relacionada a Gy.
• As seções C enrijecidas com h/b menor ou igual a 2 apresentaram Pωz como carga
crítica, apresentando distorção relacionada a Gω e Gz.
• Na seção C enrijecida com h/b igual a 1, as tensões associadas a Gy são signifitiva-
mente menores que as tensões associadas a Gω e Gz.
• Na seção C enrijecida com h/b igual a 1 com contraventamentos para tornar Py
crítico, as tensões relacionadas ao momento fletor transversal associado a Gy foi
superior ao encontrado para a seção sem contraventamentos.
• Na seção C enrijecida quando com h/b igual a 3, apesar de Py e Pωz serem similares
as tensões associadas a Gy foram significativamente superiores às demais.
• Na seção Z enrijecida estudada apresenta como carga crítica Py, com momentos
fletores transversais ligados a Gy.
• Na seção Z enrijecida os resultados obtidos ao impor restrições para que Pz seja
crítico mostraram que apesar da carga mais elevada, as tensões relacionadas a Gz
foram significativamente menores que as relacionadas a Gy.
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